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DELLE FIGURE RETTILINEE. 



CAPITOLO P 


DEFINIZIONI, E NOZIONI 

1 . Ija Geometria ò la teìenza dell'estensione . 

2. L’estensione ha lunghezza, larghezza, e profondità. 

3. La linea è una lunghezza senza lai^hezza. 

A. I termini o estremità di una linea si chiamano punti. 

Il punto non ha dunque alcuna estensione- 

5. La linea retta ò la più breve dì tutte (fuelle lince, che si jios- 
suno condurre da un punto ad un altro. 

Quindi la disianza di due punti è la lunghezza della linea retta 
che unisce questi due medesimi punti. 

6. Ogni linea che non è rettaynò composta di linee rette, di- 
cesi linea curva. 

Così ( fig. I ) AB è una linea retta, ACOB una linea spezzata 
o composta di linee rette, AEB è una linea curva. 

7. La Superficie ò ciò che ha lunghezza e larghezza, senza pro- 
fondità, 

8. La Superficie piana o\>\ii semplicemente il Piano , è quella 
superficie nella quale prendendo due punti ad arbitrio, ed unen- 
doli con una linea retta, questa linea trovasi sempre tutta intera 
nella superficie. 

9. Ogni superficie, che non ò piana, nò composta di superficie 
piane dicesi Superficie curva. 

10. Solido 0 corpo è ciò che ha lunghezza) larghezza, e pro- 
fondit '. 
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11. La circonferenza del cerchio (fig. 2) è una linea curva AH) 
esistente in un piano, i cui punti sono tulli egualmente distanti 
da un pillilo interno C, die si cliiama n tUro. 

12. La superficie piana terminala d’ogni intorno dal a circon- 
lerenza difesi ccrchw o circolo. 

ir>. I.a retta condotta dal centro ad un punto della circonferen- 
za apiicllasi rtiyji». 

li. Ogni retta come AB che passa pel centro C, e termina alla 
circonferenza dall’una e dall’altra parte^ si dirà diametri. 

15 In virtù della definizione del cerchio è evidente che tutti i 
raggi AC, CE, CD, CB, CF, ecc. sono eguali fra loro, come pure 
tutti i diametri, e che ogni diametro è doppio del raggio. 

IC. Uua porzione qualunque della circonferenza dicesi arco 

17. La c'irda 0 soJtwa deli’arco è la linea retta che unisce le 
sue estremità. 

18. La circonferenza del cerchio è la sola linea curva che si 
considera negli elementi di geometria. Essa può concepirsi come 
generata dal moto di una linea retta situata in un piano, e di cui 
ima estremità rimane fissa nel centro, mentre l’altra gira finche 
ritorni al suo primo luogo. 

19. Le definizioni del punto, della linea, della superficie, e del 
solido hanno la loro origine nelle idee comuni a tutti gli uomini, 
ma siccome ciò non apparisce a prima vista, così hanno bisogno 
di essere dilucidate, affinchè si possa veder chiaramente che i pri- 
mi inventori ricavarono dalle idee accennate i principj ed i germi 
delle conoscenze geometriche. Una silTa Ita dilucidazione si troverà 
nella nota qui sottoposta (*). 


(•) Tulio ciò che non è corpo, o che non è attrihulo di un corpo non 
può cadere sotto i nostri sensi. Altronde se si togliesse ad un corpo la 
lunghezza , o la larghezza , o la profondità , esso cesserebbe di esistere. 
Ciò non ostante la geometria considera il punto come non avente alimna 
estensione, la linea come estesa solamente in lunghezza, e la superficie 
come una lunghezza e larghezza senza profondità. Da ciò alcuni filosofi 
hanno dedotto che i punti, le linee, e le superficie sono pure astrazioni, 
che non possono appartenere ad alcuno oggetto posto fuori di noi; e quin- 
di sono passati a metter in dubbio la certezza c la utilità della geometria 
medesima, negando resistenza delle patti dell’estensione, di cui essa esa- 
mina le proprietà. 

Tutte queste difficoltà svaniscono, ove si rifletta cheli punto, la 
e la superficie esistono realmente, abhenchè nob si possono separare dal 
corpo, di cui sono gli attributi. Infatti siasi qualunque il corpo, ®“e si 
considera, esso è necessariamente terminato, senza di che non sarebbe d i- 
stinto dallo spazio indefinito. Ora i termini, che lo citi oscrivono, sono le 
superficie, le quali hanno per termini le linee; e queste stesse vanno a 
terminare ne’puntì. E non solamente questi termini esistono, ma di piu 
cadono sotto a nostri sensi, dappoiché col loro mezzo arriviamo a cono- 
scere la figura dei corpi. 


I 
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Spìrgazn fi- di a ci ni termini. 

20. 11 metodo clic comiineiTUMile si adopera della cs|)osizioiie 
della geometria, consiste specialmenle nel ridurre la veri là di 
questa scienza ad altrettante projwsizioni, cui si danno diversi no- 
mi, scrondo la natura di esse. 

21. Teorema è una proposizione, la quale diviene evidente per 
mezzo di un ragionamento che chimasi dimourazione. 

^ 22. Problema è una qnislione proposta, che esige una so’utin»ip. 

■" V 23. Lemma è una proposizione , che s premette per facilitare 
la dimostrazione di un teorema, o la soluzione di un problema. 

24. Corollario è la conseguenza, che si deduce da una , o da 
più proposizioni. , 

23. Scolio è una osscrvaz one, che si fa sopra una o più propo- 
sizioni precedenti, diretta a far conoscere il loro legame, la Itiro 
generalità, o la loro limitazione. Talvolta lo scolio si premette co- 
me preparazione alle proposizioni che seguono, c talvolta ancora 
si adopera per legittimare o per dichiarare un qualche principio. 

20. Ipotesi significa supposizione. Ogni teorema costa di una 
ipotesi che si mette in principio, cioè nella enunciazione di esso 
•teorema, e di una conclusione o conseguenza, che se ne deduce. 

27. Tutl’i termini fin qui spiegati derivano dalla lingua greca: 
l’uso diedi essi si farà in appresso, metterà in piena luce il loro 
significato. 

28. La geometria non potrebbe giugnere a dimostrare i teoremi 
ed a risolvere i problemi senza appoggiarsi ad alcuni priiicipii che 
sono inerenti al soggetto proprio di questa scienza^ e che si devo- 
no premettere ed accettare senza alcuna dimostrazione; poiché se 
tutto si dovesse dimostrare, non esisterebbe più alcuna scienza. 1 
principii, di cui è parola, si contengono negli assiomi, e ne’pojtu- 
tati 0 dimande. 

Degli Assiomi. 

29. Assioma è una proposizione, che non ha bisogno di dimo- 
strazione. 


Che se poi la geometria considera i punti indipendentemente dalle linee, 
le linee indipendentemente dalle superfìcie, e le superfìcie indipendente- 
mente dai solidi, ciò deriva dalla limitaiionc del nostro intelletto, che non 
potendo comprendere distintamente più cose od un tempo è costretto a 
separare per astrazione ciò che la natura ha congiunto con indissolubile 
legame. L’utilità di questa astrazione si manifesta in infìniii casi, ne' quali 
si. devo esaminare la sola lunghezza, o la soia larghezza, o fìnalmente la 
sola profondità, trascurando le altre due; come avt iene quando si vuol sa- 
pere l’altezza di una torre senza arerriguartionlla sua larghezza, cij alla 
sua lunghezza, la larghezza di un fiume senza lo lunghezza e profondità 
dello stesso, eoe Da ciò si vede che la geometria ha il sno fondaniento 
nelle idee comuni a tutti gli uomini, e che U studio di essa è di ima im- 
mensa utilità. 
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50. I.a Geomeiriusi vale di due spccicdi assiomi, cioè di quelli 
clic le sono comuni coH’Aritinetica -, e di quelli che siiettauo ad 
essa sola . 

51. Gli assiomi comuni airArifmclica ed alla Geometria si chia- 
mano ancora noitzie cvmuni, e sono i seguenti: 

I. Il tutto è maggiore di qualunque sua parte, ed é uguale alla 
somma delle parti, nelle quali è stato diviso. 

II. Due quantità uguali ad una terza sono uguali fra loro. 

III. Se a quantità uguali si aggiungono, o si tolgono altre ugua^v^ . 
li, 0 una medesima comune ad ambedue, le somme, o i residui sa- 
ranno uguali. 

IV Se a quantità disuguali si aggiungono, o si tolgono quan- 
tità uguali, o una stessa ad entrambe comune, le somme, o i re- 
sidui saranno disuguali. 

V. Le quantità che sonodoppie, triple, quadruple, ecc., di una 
medesima quantità, sono uguali fra loro. 

VI. Le quantità che sono la metà, la terza parte, la quarta par- 
te, ecc., di una stessa quantità, sono uguali fra loro. 

32. Gli assiomi proprii della (Geometria sono : 

I. Due grandezze sono uguali quando soprapposte Funa all’altra 
coincidono in tutta la loro estensione. 

IL Da un punto ad un altro non si può condurre che una Sola 
linea retta: ovvero, due lineerette non chiudono spazio. 

111. Due linee rette non possono avere un srgmento , ossia una 
parte comune senza coincidere l’una coU’alIra in tuttala loro esten- 
sione: ovvero, una linea retta non può prolungarsi dall’ima e dal- 
l’altra parte che in un solo modo. 

33. Corollario. Da ciò si deduce che due punti bastano a de- 
termin:ire la direzione o posizione di una linea retta*, e per conse- 
guenza due linee rette che hanno due punti comuni coincidono 
runa coll’altra in tutta la loro estensione , e formano una sola e 
medesima linea retta. 

34. Scolio. È facile vedere (he i tre assiomi precedenti dipen- 
dono il primo dalla nozione della estensione , e gli altri due da 
quella della linea retta, nozione ch’è chiara in tutti gli uomini, 
abbenchò non possa darsi una definizione esatta della linea retta, 
appunto perchè non può definirsi in che consiste il risultamento 
immediato della sensazione, che ci fa conoscere la via più corta 
per andare da un punto ad un altro. 

De' Postulati, 

53. Postulati (lle.ansi alcune operazioni cosi semplici che ognii- 
fio ammette la possibilità di olfettuarle, e sì effettuano realmente 
per mezzo della riga, e del compasso. Essi sono: 

I. Condurre una linea retta da un pnnto ad un altro. 

II. Prolungare una retta terminata. 

III. Con un dato punto preso per centro, e con un dato inter- 
vallo come raggio descrivere un cerchio. 
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5(X. Scolio. L« tre precedenti operazioni appartengono propria- 
mente alle pratiche meccaniche. La geometria non insegna a de- 
scriv«re la linea retta, ed il cerchio, ma dimanda che si sappiano 
descrivere accuratamente prima di applicarsi allo studio di essa. 
Adunque le descrizioni della linea retta, e del cerchio sono pro- 
blemi, ma non geometrici: si dimanda alla meccanica la loro so- 
luzione, poi nella geometria s’insegna l’uso che deve farsene. E si 
gloria la geometria di eseguire cosi grandi cose appoggiandosi a 
pochi principii presi altrove. È dunque fondata la geometria sulla 
'meccanica pratica, e non è altro che quella parte della meccanica 
universale, la quale espone e dimostra l’arte di misurare accura- 
tamente (•). 

37. Corollarib. Per mezzo dei tre postulati precedenti si può 
facilmente descrivere una retta eguale alia somma, o alla diffe- 
renza di due rette date (fig- 3). 

1° Sieno le due rette date DE, FC. Si tiri una retta indefinita, 
sulla quale si prenda un punto A ad arbitrio; indi si faccia cen- 
tro in A e con un raggio'AB uguale a DE si descriva un arco di 
cerchio che taglia la retta indefinita in un punto 6. Parimente si 
faccia centro in B, e con un raggio uguale a FG si descriva un 
altro arco di cerchio che tagli la retta indefinita in un punto C. È 
evidente che la retta AC sarà la sonrnia delle rette AB, BC, e per 
conseguenza delle due rette date DE, FG. 

2° Per avere una retta uguale alla differenza di due rette date 
DE, FG, si tiri una retta indefinita, sulla quale si prenda nel modo 
sopraddetto una parte AB uguale alla maggiore DE; poi a partire 
dal punto B si prenda sopra AB una parte BH ugnale alla minore 
FG, è manifesto che la retta AH sarà la differenza delle rette AB, 
BH, e per conseguenza delle due rette date DE, FG. 

Spiegazione di alcuni eegni. 

38. Per servire alla brevità del discorso faremo uso talvolta dei 
segni ,pii appresso. 

Il segno=indica l’uguaglianza di due quantità, cosi A = B 
si pronunzia, A t’ uguale a B: quando poi si vuol indicare che A 
e' maggiore di B, si scrive A>B; all’ opposto A<B dinota che A 
e' minore di B. 

2“ Il segno -t- significa più, e serve a dinotare l’addizione, on- 
de A -t- B rappresenta la somma delle due quantità A e B. 

3“ Il segno — si pronunzia meno, ed indica la sottrazione: così 
A — B rappresenta la differenza delle due quantità A e B, ovvero 
ciò che resta togliendo B da A. 

4° 11 segnoxindica la moltiplicazione; così AxB si pronunzia 
A moltiplicato per B, ed indica che A si deve moltiplicare perB. 


(’) Newton, IVincip. Mathcm, nella prefazione. 
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5* Finolmento A : B oppure — si pronunzia, A diviso pir I?, o 

B 

vuol dire che A si deve dividere per B. 

59. Scolio Oltre ai se^ni precedenti si fa uso talvolta dellolrl- 
tere con gli accenti. Suppóniamo, per esempio, che con le letlere 
A, B, C siensi indicati certi punti, o linee; celie occorra indietro 
punti, o linee analoghe: in tal casosi adoperano le stesse lettere 
con gli accenti A*, B', C', che si pronunziano A prima, B pnmn, 
C prima. Tavoltasi ricorre alle stesse lettere con due accenti , 
che si pronunziano. A seconda, B secor^a, C stcorsia, con tre :ic 
centi, con quattro ccc. 

Deve ancora avvertirsi che in alcuni casi si adoperano le lettore 
maiuscole insieme con le minuscole. Si distinguono allora nel di- 
scorso pronunziando la parola grande dopo le maiuscole, e la pa- 
rola piccola dopo le minuscole. 

CAPITOLO II. 

DELLB BETTE, CHE S’iNCONTBANO, E DELLE BETTE PABALLELE. 

40. Si è già veduto (n® 53) che due linee rette non possono a- 
vcrc due punti comuni senza coincidere l’una con l’altra in tutta 
la loro estensione. Quindi due linee rette separate e distintc«non 
potranno mai avere più di un punto comune: e se hanno di comu- 
ne un sol punto si dice che le due linee s’incontrano , o che con- 
corrono, oppure che s’intersegano o si tagliano; ed il punto comu- 
ne sì chiama punto d'incontro, dì concorso, d’intersezione. 

41. Definizione}. Quando due rette AB, AC, (tìg. 4) s’incontra- 
no, in un piano, la quantità più o meno grande, di cui esse si 
allontanano runa dall’altra, quanto alla loro situazione, dicesi 
Angolo 

Le due rette medesime si chiamano lóti dell’angolo, ed il punto 
ad esse comune appellasi vertice dell’angolo (*). 

42. Due angoli sono uguali allorché situando il vertice dell’uno 
sul vertice dell’altro, ed applicando un lato sopra un lato, i rima- 
nenti due lati si confondono in una medesima direzione. 

43. Da ciò risulta evidentemente che la grandezza di un ango- 
lo non dipendo dalla lunghezza dei suoi Iati. Quanto si è detto ba- 


(*) Encllde ha definito l’angolo nel modo seguente. 

« L’angolo piano è rinclinazione, cha nel piano hanno tra loro dno li- 
« Dee (he scarohievolmente si toccano, e non sono poste per diritto, n 
Questa definizione riducesi a sostituire alla parola angolo, che sidoTcva 
definire, quella d’inclinazione, che ha pure bisogno di essere definita. Del 
resto è impossibile dare una definizione esatta deU’angolo, perchè non si 
può dare una definizione esatta della linea retta da mi dipende la formazio- 
j^e dell'angolo. £ questa una imperfezione incvitohile de’ principii fonda- 
mentali della scienza. 
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sla per acquistare una nozione compiuta dell’angolo, e per com- 
prendere Tacilmenlc tutte le conseguenze che ne derivano, poco 
importando che non possa darsi una esatta definizione di esso 
angolo. 

, 44. L’angolo s’indica alle volle colla sola lettera (fig. 4 ) del 
vertice dicendosi l ’ angolo À. Ma siccome accade spesso che più 
angoli hanno un medesimo vertice, cosi si è convenuto d’indica- 
re ciascun angolo con tre lettere, dicendosi l’angolo BAC, o che 
vale lo stesso CAB, avvertendo sempre di mettere in mezzo la let- 
tera del vertice. 

45. Se due angoli BAC, CAD (fig. 5) hanno lo stesso vertice A, 
un lato comune AC, e gli altri due lati AB, AD, situati l’uno da 
uua parte, e l’altro dall’altra del lato comune AC, l’angolo BAD 
sarà evidentemente la somma dei due angoli BAC, CAD; Quindi 
l’angolo CAD sara la differenza dei due angoli BAD, BAC. 

40. Supponiamo che dal punto A (fig. 6) si sieno tirate le rette 
AB, AC, AD AE, ccc.. in guisa che gli angoli BAC, CAD, DAE, 
ecc. risultino uguali fra loro. È manifesto che l’angolo DABsarà 
il doppio dell’angolo BAC, l’angolo EAB ne sarà il triplo, e cosi 
in progresso. All’ opposto l’ angolo BAC sarà la metà dell’ ango- 
lo BAD, la terza parte dell’angolo B.AE, e cosi di seguito. 

Da ciò si deduce che gli angoli si possono sommare, sottrarre, 
moltiplicare, e dividere come le altre quantità. 

47. Definitione 11. Quando una retta CA (fig. 7) incontra un’al- 
tra BD, in guisa che gli angoli adiacenti CAB, CAD sieno uguali 
fra loro, ciascuno di essi dicesi angolo retto, e la linea CA è 
delta perpendicolare alla linea BD. 

48. Definizione 111. Se dal punto A si conduca un’ altra retta 
AE, l’angolo BAE maggiore del retto BAC chiamasi angolo oltu- 
« 0 -, l’angolo EAD minore del retto dicesi angolo acuto. La linea 
.AE poi, che forma angoli adiacenti disuguali culla retta BD si dirà 
essere obliqua a questa retta. 

49. Definizione IV. Sotto la denominazione di angoli obliqui si 
comprendono gli angoli acuti ed ottusi. 

50. L’esistenza di una retta perpendicolare ad un’altra si po- 
trebbe assumere come evidente, ma è facile assicurarsene nel mo- 
do seguente. 

Si concepisca che la retta EA (fig. 7) sia posta sopra AD facen- 
do con questa una sola linea retta, e che poi, restando AD immo- 
bile, la linea EA giri intorno al punto A verso il punto B. Finché 
la linea EA coincide con AD, l’angolo formalo da queste rette è * 
sero, vale a dire nullo, ma appena EA comincia a girare, tutti i 
punti di questa retta, eccetto il punto A. si distaccano ad un tem- 
po dalla retta Al), od allora l’angolo coniincerà a formarsi. Siffat- 
to angolo sarà acutissimo da principio, ma andrà crescendo a mi- 
sura che gira la retta EA-, e questo aumento non cesserà se non 
(piando la retta EA sarà giunta a coincidere col prolungamento 
Al! dotla retta AD. Quindi l’angolo fiAD che. nel principio del 
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movimento era acuto potrà divenire ottuso; o per conseguenza de- 
v’esistcre una posizione della retta EA, in cui gli angoli adiacenti 
risultano uguali, ovvero dev’essere una retta perpendicolare a 
UD. Or siccome la posizione accennata è unica, cosi ne consegue 
evidentemente che 

Da un punto preio $opra una retta data non ti può innalzare 
su questa retta che una sola ptrpendicolare. 

' PROPOSIZIONE I. — TEOREMA. 

51. Gli angoli retti sono tutti eguali fra loro (fig. 7). 

Dimostrazione. Sieno le due rette HO, CA rispettivamente per- 
pendicolari alle due rette FG, BD. Dico che gli angoli retti FOH, 
BAC sono eguali fra loro. 

Imperciocché, se le rette FG, BD s’immaginino soprapposte l’una 
aH’allra in modo che il punto 0 dell’una coincida col punto A del- 
l’altra, la perpendicolare OH dovrà pure coincidere colla perpen- 
dicolare AG; dappoiché se prendesse un’altra direzione AE, allora 
da uno stesso punto A si potrebbero innalzare due perpendicolari 
AC,AE sopra una medesima retta BD.Ma ciò è impossibile (n.50), 
dunque la retta OH deve coincidere colla retta AG; e per conse- 
guenza gli angoli FOH, BAC sono uguali, Il che bisognava di- 
mostrare. 

PROPOSIZIONE U. — TEOREMA 

52. Se una retta incontra un'altra, la somma degli angoli adia- 
centi è uguale a due angoh retti ( fig. 7 ). 

Dim. La retta EA incontri la retta BD nel punto A. Dico che 
gli angoli adiacenti EAB, EAD presi insieme sono uguali a due 
retti. 

Perocché, se la retta EA è perpendicolare a BD, la proposizio- 
ne enunciata risulta evidente, essendo retto ciascun dei due ango- 
li adiacenti. Suppongasi dunque che EA sia obliqua a BD, e dal 
punto A fn. 50) si concepisca innalzata sopra BD la perpendico- 
lare AG. 

L’angolo EAB supera il retto BAC dell’ angolo CàE: al con- 
trario T’angolo EAD è più piccolo del retto CAD dello stesso an- 
golo CAE. 

Dunque levando l’eccesso dell’angolo EAB sopra un retto, ed" 
aggiungendo questo eccesso all’angolo EAD, la somma degli an- 
goli adiacenti EAB, EAD sarà uguale a due retti, 11 che bisogna- 
va dimostrare. 

53. Corollario. Apparisce da questo teorema che se da un me- 
desimo punto A (fig. 8) di una retta BD, e da una medesima par- 
te si tirino quante rotte si vogliancrAE, AG, AH, eec,, tutti gli 
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nnfjoli consocutivi BAE, EAG, CAfl, IIAD, presi insieme saranno 
eguali a due retti-, dappoiché sono eguali a due angoli adiacenti 
BAH, BAH. 

SA. Definizione. Due angoli si dicono supplementarii., quando la 
loro somma equivale a due angoli relti; sùdicono poi cutnpltmtn- 
lani, se equivalgono ad un angolo retto. 

PROPOSIZIONE lU.— TEOREMA. 

Ii5. Se dallo stesso punto C della retta CD si Itrtn'» a parti con- 
trarie le rette CA, CB in guisa che la somma degli angoli adiacen- 
ti DG.\, DCB sia uguale a due retti, le linee AC , CB formeranno 
una sola retta AB (fig. 9). 

Dim. Perocché se CB non è il prolungamento di AC, lo sia CF. 
Essendo dunque ACF una linea retta che viene incontrala dalla 
retta DC nel punto C, sarà (n. 52) la somma degli angoli adiacenti 
ACD, FCD eguale a due retti. Ma per ipotesi è pure uguale a due 
retti la somma degli angoli ACO, UCB, dunque la prima somma 
sarà uguale alla seconda Cn.3t)-, e però se si tolga il comune an- 
golo ACD, resterà (ti. 31) l’angolo DCF uguale all’angolo DCB, 
cioè il tutto uguale alla parte; il che non può sussistere (u. 31). 
Quindi CB è il prolungamento di aC, ovvero AC , e CB formano 
una sola linea retta. 11 che bisognava dimostrare (•). 

PROPOSIZIONE IV. — TEOREMA. 

56. Se due rette si tagliano seambierolmente, gli angoli opposti 
al vertice sono uguali ( fig. 10 ). 

Dim. Sieno AB, CD due linee che s* tagliano in 0; dico che gli 
angoli opposti al vertice, o verticali DO \ , IK.M; sono uguali fra lo- 
ro, come pure gli angoli aOC, DOB. 

Infatti la retta AO incontrando la rolla CD nel punto O, fa con 
questa i due angoli adiacenti D0\, aOC uguali a duo retti (n.52). 
Parimente la retta CO incontrando la retta AB nello stes^ punto 
0, fa con questa ì due angoli adiacenti aOC , BOC uguali a due 
relti. Scdunquesi toglie il comune angolo 'OC, resterà l’ango- 
lo DOA uguale all’angolo BOC ( n. 31 ). Nello stesso motlo si di- 
mostrerà che l’angolo AOC è uguale all’ angolo DOB. Dunque 


(*) Le enunciazioni dello proposizioni saranno fatte suite figure quan- 
do messe sotto forma astratta riescono o troppo lunghe, o non cosi chia- 
re come si conviene. L’obbligarsi costantemente ad enunciar* astratta- 
mente le proposizioni 6 una vera pedanteria, che non poche volte nuore 
alla chiarezza delle idee. , corno può vedersi uellc enunciazioni di molto 
proposizioni di Euclide. 
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p'iì angoli opposti al vertice sono uguali fra loro, li chebisoguu> 

\a dimostrare. 

57. Corollario. A pparisce da questa dimostrazione die i quattro 
angoli formali intorno al punto d'intersezione di due rette che si 
tagliano, equivalgono a quattro angoli retti. Epperò se per lo 
imnto accennalo si tirino quante rette si vogliano , la somma di 
lutti gli angoli consecutivi sarà uguale a quattro retti, 

PROPOSIZIONE V. — TEOREMd. 

58. St da un punto 0 di una retta AB jt tirino aparti contrarie 
due r^de OD, OC di guisa che <ien'> uguali gli angoli verticali 
aOC, UOB 0 pure gli angoli BOC, DO\, le dette linee formeranno 
una sola e medesima linea retta (fig. 10). 

Dim. Pcroccln', essendo per ipotesi l'angolo AOC uguale all’an- 
golo BOB, se si aggiunga ad entrambi il comune angolo fìOC, sa- ' 
rà la somma degli angoli aOC, BOC uguale alla somma degli an- 
goli DOB, BOC : ma la prima somma c uguale a due relVi (n. 52) 
dunque ancora la seconda sarà uguale a due retti-, e però ( ii. 55 ) 
le linee OD, OC formeranno una sola e medesima linea retta. Il 
che bisognava dimostrare. 

Delle rette parallele. 

59. Definizione Rette parallele si dicono quelle, che essendo 
in un medesimo piano , e prolungate indefinitamente dall’una e 
dall’altra parte non s’incontrano mai. 

60. Scolio. Quando una retta GII (_fig. I l) taglia due altre AB, 
CD, gli otto angoli che ne risultano, vengono distinti con diversi 
nomi secondo la jiosizionc che hanno rispetto alla secante Laonde 
di quelli olio angoli quattro diconsl esterni , perchè fuori delle 
rette AB, CD, c sono AEG, GEB, GFll, IIFD-, ed i rimanenti quat- 
tro si Considerano a due a due, o dalla stessa parte della secante 
EF, 0 in parti opposte. Gli angoli AEF, EFC situati dalla slessa 
parte della secante si chiamano interni dalla stessa parte , come 
anche gli angoli EFl), BEF-, e si chiamano poi a/teim gli angoli 
AEF, EFD, o pure gli altri BEF, EFC, situali in parli contrarie 
xlella secante, e disposti a modo di Z. 

PROPOSIZIONE VI.— TEOREMA. 

61. S« due rette sono segate da un'altra, di guisa che l'angolo e- 
Jterno sia eguale all'interno ed opposto dalla stessa parte] esse linee 
■saranno parallele (fig. II). 

Dim. IjC due rette AB, CD sieno segate dalla terza GEI , c sia 
l’angolo esterno GEB eguale all’interno ed opposto dalla stcssii 
parte EFD. Dico clic sarà AB parallela a CD. 
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Imperocché essendo Tangolo GEB eguale al suo verlicale, A EF 
(n.56), e l’angolo EFD eguale al suo verticale CFH, ne segue che 
l’angolo esterno CFH posto dall’ altra parte delta secante sarà 
eguale aU’interno ed opposto corrispondente AEF. Laonde l’ipo- 
tesi fatta da una parte della secante, cioè che l’angolo esterno 
GEB è uguale all’interno corrispondente EFD, si riproduce idenli- 
eamenU dall’ altra parte della secante medesima •, e però diviene 
evidente che se le due rette AB , C D si potessero incontrare da 
una parte, dovrebbero ancora incontrarsi dall’altra parte, ed allo- 
ra le rette aB, GD chiuderebbero spazio; il che è assurdo (n. 32). 
Dunque AB è parallela a CD. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE VII — TEOREMA. 

62. S< due rette sono s-gale da una terza, in modo eh» gli an- 
goli alterni sieno eguali fra loro , ess» linee saranno parallele. 
(fig. 11). 

Dim. Le rette AB, CD sieno segato dalla terza GH in modo che 
risultino eguali gli angoli alterni AEF, EFD. Dicoche AB è paral- 
lela a CD. 

Infatti, l’angolo AEF è ugnale al suo verticale GEB ( n. 56 ) r 
ma per ipotesi lo stesso angolo aEF è uguale all’angolo EFD; 
dunque (n. 31) ancora l’angolo GEB dovrà essere eguale all'ango- 
lo EFD, vale a dire sarà l’angolo esterno eguale airinlerno ed op- 
posto dalla stessa parte ; e per conseguenza ( n. 61 ) le due rette 
AB, CD devono essere parallele. 11 che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE Vili. _ TEORE.ua. 

63. S» due rette vergono tegat» da una urza. e formano gh an 
golx ml«rni dalla stesta parte presi insittne eguali a due retti, esse 
linee saranno parallele (fig. 11). 

Di»i. Sieno le rette AB, CD tagliate dalla terza GII, e formino 
gli angoli inferni BEF, EFD eguali a due retti Dico che AB sarà 
parallela a CD. 

Imperocché, la rotta BE incontrando In retta GII nel punto E, 
facon questa gli angoli adiacenti BEG , BEF eguali a due rotti 
(il. 52); ma per ipotesi gli angoli BEF, EFD sono pure eguali 
a due retti, dunque la somma do’primi due angoli è eguale a quella 
degli altri due, c se si toglie il comune angolo BEF, reslerà l’an- 
golo GEB, eguale airangolo EFD, cioè sarà l’angolo esterno egua- 
le all’interno corrispondente; e jKjrò le due rotte 'iB , CD devono 
essere parallele. Il che bisognava dimosirare. 

64. Corti ano I, Due rette GK, GD ( fìg. 12 ) perpendicolari ad 
una terza OF sono parallele fra loro ; dappoiché iu tal caso la 
somma deg'i angoli interni da una stessa parte è ugnale a due rcltr. 
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65. ('.nrollario li. Da un punto A (fìg. 13) situato fuori di una 
retta MN noa sì può abbassare sopra questa retta che una sola 
perpendicolare Al*. Perocché, se si potesse abbassare un’altra i>er- 
peiidicolare AD, la somma degli angoli interni ADP, A PO sarebbe 
uguale a due retti*, e per conseguenza le due rette aP, AD sareb- 
bero parallele*, ed allora non potrebbe esistere il punto A comune 
alle due rette medesime. 

PROPOSIZIONE IX. — TEOREMA. 

co. S« due rette vengono segate du una teraa in modo che la 
somma degli angoli irUemi da una medesima parte sin minore rii 
due retti, esse linee prolungate anaranno ad tneau/ror^t (fig. 1 1). 

Dim. Siano due rette AL, DC segate da una terza AN iu modo 
che la somma degli angoli interni LAG, AGI) sia eguale a due 
retti, e quindi l’angolo esterno DGE eguale aH’interno ed opposto 
dalla stessa parte LAG (n. 63), è manifesto che sé si condurrà ixjI 
punto A, dentro lo spazio L^GD, una qualunque retta AB, la 
somma degli angoli interni BaG , AGD sarà minore di due retti. 
Giù premesso, dico che se le rette AB, GD si prolunghino, andran- 
no ad incontrarsi. 

Infatti, per quanto piccolo possa essere l’ angolo LiB, è evi- 
dente che aggiunto a se stesso un numero di volte illimitato , lo 
spazio indefinito contenuto fra i lati dell’angolo eosi moltiplicato 
arriverà non solo a coprire, ma anche a sorpassare lo spazio in- 
definito compreso fra i lati dell’angolo LAN. Supponiamo dunque, 
per fissare le ideo, che l’angolo LaB preso Ire volto sia giunto a 
l^orniaro un angolo LVO maggiore dell’angolo LvN: e supponiamo 
ancoiaohc la slriscia LAGD scorrendo lungo la rotta AN abbia 
formato altre due simili strisce DGEF, EEGH; il che può bene 
ammettersi, perchè essendo l’angolo esterno DGE eguale aU’inler- 
no ed opposto LtG, la retta LA nel suo movimento verso N dovrà 
coincidere con la primitiva posizione della reità GD, in guisa che 
la striscia LAGD, quando il punto A sarà giunto in G, prenderà la 
posizione DGEF, e cosi di seguito. 

Risulta da queste supposizioni, che lo spazio indefinito L\B è 
una terza parte dello spazio L \0, e che la striscia L \ GD è mino- 
re della terza parte dello spazio indefinito LAN, {miche ripetuta 
tre volte non è giunta ad esaurire lo spazio medesimo, essendovi 
il resto HGN; ed è chiaro anzi che p>er essere la retta AN indefi- 
nita, moltiplicando come si voglia la strìscia LAGD, non si giun- 
gerebbe mai ad uguagliare non che a sorpassare lo spazio LvN. 
Or se la slriscia LAGD è minore della terza {varie dello spazio 
LxN, sarà con p ù ragione minore della terza {varie dello s{vazio 
LVO, che è più grande di LAN ; c quindi la slriscia L\GD sarà 
minore dello srtazio LAB, ilqnalesi è veduto essere terza {miìc 
di LaO. 
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Ciò posto, è chiaro clic Io spazio LAI) non potrebbe essere mag- 
giore della striscia LACD, se la retta Alt prolungata all’ infinito 
nou incontrasse mai la retta CD, perchè in tal caso la retta AB 
rimarrebbe sempre compresa fra le rette AL, CD, e lo spazio LAB 
sarebbe una parte della striscia LACD. La retta AB dovrà dunque 
/incontrare la CD, Il che bisognava dimostrare. 

07. Scolio. Sì può dare a questa proposizione una enunciazione 
più generale. Perocché se AB' , e CD' (lig. 14) sono ■ prolunga- 
menti di AB, e CD, essendo gli angoli C.AB, CAB' eguali a due 
retti (n. 52) come pure gli angoli ACD. ACD', la somma de’quattro 
angoli CAB, CAB', ACD, ACD' sarà uguale a quattro retti, e tolti 
gli angoli BAC, ACD minori di due retti, rimarranno gli altri duo 
CAB', ACD' maggiori di due retti. Dunque le rette BB', DD' fan- 
no con la secatile AC, da anif parte gli angoli interni minori di 
due retti, e dall’altra maggiori; e pero potrà dirsi in generale che: 
Se due reite sono S:gaie da una terza in modo che la somma 
dryii anyoli itihrni da una medesima porle sia minore o maggio- 
re ili aue rei ti ■, esse linee prolungale dorranno incontrar si dalla 
parte virsu la quale gli angoli interni sono minori di due retti (*). 

l’ROPOSlZlO.NE X. — TEOREMA. 


08. Se due rette sono parallde e vengono segale da una terza, 
1. Gli angoli interni dalla stessa parte presi insieme sonoe- 
gunli a due retti. 

2 Gti angoli alterni sono rgunli fra loro. 

3 L angolo esterno è eguale utt'inleruo ed opposto dalla stessa 
parie ( fig. Il ). 


iJim. Siano le due rette parallele AB, CD segale dalla terza Gli, 
dico in primo luogo che gli angoli interui BÉF, EFD presi insie- 
me sono eguali a due retti. Imperciocché, se la somipa di questi 
angoli non fosse eguale a due retti, dovrebbe essere minore o mag- 
giore; il che è impossibile, perchè le rette AB, Gl) andrebbero ad 
incontrarsi »erso B, D, o verso .A, C (n. 07) contro l’ipotesi. 

In secondo luogo, dico che gli angoli alterni sono eguali fra 
loro. Infatti essendosi ora dimostrato che la somma degli angoli 
interni BEF, EFD è uguale a due retti, e tale essendo ancora la 
somma degli angoli BEF , AEF ( n. 52 ) , se dalle due somme 
eguali si tolga l’angolo comune BEF, rimarrà l’angolo EFD eguale 
all’angolo AEF; cioè gli angoli alterni saranno eguali. 

Finalmente anche l’angolo esterno GEB eguaglierà l’interno ed 
opi>oslo dalla Stessa parte EFD; perchè l’angolo GEB è uguale al 
suo verticale AEF, e questo si è già dimostralo eguale airalterno 
EFD. Il che bisognava dimostrare. 


i‘i £ 1(01:10 il lainubr (loslulalu V. di Euclide. 
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69. Corollario I. Se due rette CD, GK (flg, 42) tono parallele^ 
ogni retta FO perpendicolare ad una delle parallele^ dev’ essere 
perpendicolare ancora all’altra. Perocché essendo parallele, la 
somma degli angoli interni KOF, OFD è uguale a due retti-, ma 
uno di questi angoli è retto per ipotesi , dunque 1’ altro sarà 
pure retto. 

70. Corollario II. Per un punto dato 0 (fig. 42) non si può 
condurre ad una retta data CD che una sola parallela GK.lnfMi., 
qualunque altra retta LH non potrà mai essere parallela a CD, 
perchè se si tiri la secante OF, la somma degli angoli interni HOF, 
OFD risulta minore di due retti-, e però (n. 67) le due rette LH, 
Cl) prolungale s’incontreranno. 

71. Corollario 111. Due rette DE, FG (fig. 3) /•aralie/e aduna 
terza àC, sono parallele fra loro. 

Perocché se le due rette accennate potessero incontrarsi, dal 
punto del loro incontro si potrebbero condurre due rette parallele 
ad una medesima retta-, il che non può sussistere (*). 

PROPOSIZIONE XI.— TEOREMA 

72. Due angoli che hanno i lati rispettivamente paralleli e di- 
retti dalla stessa parte^ sono uguali (fig. 

Dim. Sieno i duo angoli DEF, BAC, nei quali sia il lato DE 
parallelo al lato BA, ed EF parallelo ad AC. Dico che l’ angolo 
DEF=:BAC. 

Si prolunghi il lalo DE finché incontri il lato AC nel punto 0; 
un silTallo incontro dovrà aver luogo, poiché dal punto E non si 
può condurre ad AC che una sola parallela EF ,^n. 70) Quindi ri- 
spetto alle parallele EF, AC che vengono segale dalla terza DO, 


(*) Immaginiamo f lìg. 11) che la secante GII giri intorno al punto F 
verso D. In virtù della proposizione (n. 68| gii angoli alterni AEF, EFt) 
saranno sempre uguali fra loro. Quindi a misura che la secante si avvici- 
nerà alla retta Cl), l’angolo AEK andrà continuamente dimiutiendn della 
stessa quantità precisa, di cui diminuisce l’angolo EFD; per conseguenza 
l'angolo AEF si avvicina continuamente a zero, ma non vi arriverà se non 
quando la secante Gli nel suo rivolgimento intorno al punto F sarà giunta 
a coincidere colla retto CD. . 

Da ciò si deduce evidentemente che due rette situate in un niedcsimo pia- 
no fanno tra loro un angolo zero in due soli rasi, cioè quando l'uua coin- 
cide coll’altra, o quando l’una è parallela all'altra. In ogni allro caso le 
due rette formeranno angolo, avendo un solo punto comune. Or in rela- 
zione con le parallele le rette che fanno angolo hanno ricevuto denominazio- 
ni particolari. Cosi, se si cousiderano nella parte in cui si accostano al 
punto comune, si chiamano convergenti: se poi si considerano nella parte 
io cui se ne scostano , si dicono divergenti. È facile vedere che le rette 
convergenti da una porte non possono divenire divergenti dalla stessa parte 
senza prima divenire parallele. 
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sarà r angolo esterno DEF eguale all’ interno ed opposto EOG 
(n. 68). Parimente rispetto alle parallele DO, e BA, die vengono , 
segate dalla terza AC, l’angolo esterno EOC è uguale aH’interno 
ed opposto BAC. Dunque l’angolo DEF ò uguale all’angolo BaC. 

Il die bisognava dimostrare. 

CAPITOLO HI. 

DEI TBIANGOLI. 

73. Con due rette comunque situate non si può mai terminare 
un piano da per ogni dove, ma vi bisognano almeno tre rette. 

74. Dffinitione I. Un piano terminato da tre rette dicesi Irian- 
galo: le tre rette medesime si chiamano Iati del triangolo. Si di- 
cono poi angoli del triangolo gli angoli formati dai lati. 

75. Definizione II. Un triangolo si dice rgutlatero, quando ha 
i tre lati uguali: isoscele, se ha due soli lati uguali', scaleno, quan- 
do i tre lati sono disuguali. 

PROPOSIZIONE XII— TEOREMA 

76. In ogni triangolo un lato qualunque é minore della somma 
degli altri due, e maggiore della loro differenza ( fig. 16 ). 

Dim. Sia il triangolo ABC. Dico in primo luogo che un lato qua- 
lunque AB è minore della somma degli altri due AC, BC. 

Infatti, essendo la linea retta la più corta di tutte le linee che si 
possono condurre da un punto ad un altro ( n. 5 ), ne segue che 
la linea retta AB dev’essere minore della linea spezzata ACB, ch’è 
composta delle due rette aC, CB. Supponendo ora che AC sia 
maggiore di GB, dico in secondo luogo che AB è maggiore della 
differenza di queste due rette. Perocché essendo per le cose prece- 
denti la somma delle due rette AB, CBmaggioredi AC, se sì tolga 
di comune CB, resterà AB maggiore di AC — CB. Dunque in ogni 
triangolo un lato qualunque è minore della somma degli altri due, 
e maggiore della loro differenza. 11 che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE Xlll. — TEOREMA. 

77. Se dentro un triangolò ABC si prenda un punto D, e si 
conducano le rette DB, OC alte estremità di un lato BC, la somma 
di queste rette sarà minore di quella degli altri due lati AB, AC 

( ng. 16 ). 

Dim. Si prolunghi la retta BD finché incontri il lato AC nel 
punto E. • ' 

Nel triangolo B\E il latoBE è minore della somma degli altri 
due AB, AE ( n. 76 ); operò se si aggiunga di comune EC, sarà 
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Ja somma delle rette BE. EC minore dì quella delle due AB, AC. 
l'arimenlo nel triango o DEC il lato DCè minore della somma dei 
Iati DE. E(>, c per conseguenza aggiungendo di comune BI), sarà 
la somma delle rette BD DO minore di quella delle due BE, EC, 
c con più ragione di quella delle due AB, AC, che superava la 
somma delle BE, EC. Il che bisognava dimostrare. 

Caratteri dell' eguaglianza de' triangoli . 

78. I caralferi dell’ eguaglianza dei triangoli equivalgono alle 
condizioni che determinano i triangoli medesimi. Ciò sarà messo 
in chiaro dalle proposizioni qui appresso. 

PROPOSIZIONE S\y.— TEOREMA. 

79. Due triangoli sonò eguali, quando hanno due lati eguali a 
due lati ciascuno a ciascuno, e l'angolo compreso dai primi e* 
guale ali’ angolo compreso dai secondi ( fig, 17 ). 

Dim. Nel triangoli ABC, EDF sia il lato AB=ED, >1 Iato AG = 
EF, e l’angolo A=E‘, dicoche i due triangoli sono eguali. 

Si soprapponga il triangolo ABC al triangolo EOF in modo che 
il punto A cada sul punto E, ed il lato AB sul lato ED. E poiché 
l’angolo .\=E, ancora il lato AC caderà sul lato EF; ma per ipo- 
tesi i Iati AB, AC sono eguali ai lati ED, EF, dunque il punto B 
dovrà eoincidere col punto D, ed il punto C col punto F. Quindi 
il terzo lato BC coinciderà col terzo lato DF, altrimenti Ira due 
punti si potrebbero condurre due lince rette; il che è assurdo 
f n. 32 ). Or le grandezze che soprapposte l’una all’altra, coinci- 
dono in tutta la loro estensione, sono eguali fra loro (n. r>2); dun- 
que il triangolo ABC è eguale al triangolo EDF. Il che bisognava 
dimostrare. 

80. Corollario. S’inferisce da questo teorema che un triangolo 
è determinato da due lati e l’angolo compreso da questi lati, vale a 
dire che quando sono dati due lati e l’angolo compreso, il trian- 
golo non sarà suscettivo che di una sola forma, e di una sola gran- 
dezza; poiché i triangoli diesi possono farec»n gli stessi due lati, 
c con lo stesso angolo compreso sono tutti identici. 

PROPOSIZIONE XV — TEOREMA 

8I Lue triangoli sono eguali, aUcrchè hanno due angoli uguali 
ciascuno a ciascuno , ed un lato eguale ad «n lato , o che sia 
adincenie agli angoli eguali, o che sia opposto aduno di questi 
tntdcfimt ai^gnli ( fig. 17 ). 

L'im. 1. Caso Ne’ triangoli ABC , EOF sia il lato BC=^DF , 
l’angolo B=D, c 1’ angolo C=F: dico che questi due triangoli 
sono eguali. 
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Pcroccliò, soprapponcndu il triangolo xBC al triangolo EDF in 
modo clic il lato BC coincida col suo eguale DF, l’ango'o B dovrà 
coincidere coll’angolo D, e la retta B\ colla retta DE, onde il pun- 
to A cuderà in un punto della retta DE : sìniiliiieule l’angolo C 
coinciderà coll’angolo F, ed il punto A dovrà trovarsi in un pun- 
to della retta FE. Quindi il punto A si troverà a un tempo sulla 
retta DE, e sulla retta FE; ma due linee rette non si possono ta- 
gliare che in un solo punto (n.5ò), dunque il punto v dovrà coin- 
cidere col punto E, incontro delle rette DE, F’E , e però il trian- 
golo ABC conibacera col trini golo EDF', e gli saru eguale. 

II. Citso. Supponiamo ora (fig. 18 ) che sia l’angolo B=D, l’an- 
golo C = F, ed il lato aB — ED : dico che sarà il triangolo ABC 
uguale al triangolo EDF ; il che si riduce a dimostrare la egua- 
glianza dei due angoli A, ed E, ricadendo allora la dimostrazione 
in quella del caso precedente. 

Or se questi due angoli non sono eguali, sia ^ maggiore di E, 
e si soprapponga il triangolo EDF al triangolo ABC in guisa che 
il lato ED coincida col suo eguale AB. Essendo per ipotesi l’ango- 
lo A maggiore dell’angolo E, il lato EF caderà dentro il triangolo 
ABC; e però il triangolo EDF sarà rappresentato dal triangolo 
ABF.Quindi l’angolo BF'A sarà uguale all’angolo C; ma ciò è im- 
possìbile, perchè essendo l’angolo esterno uguale all’ interno ed 
opposto dalla stessa parie le rette AF, AC sarebbero parallele (n. 
61), ed allora non esisterebbe piii il punto .A, contro la supposi- 
zione: dunque non può essere l’angolo A maggiore dell’angolo FE 
Nello stesso modo si dimostrerà che non può essere minore; e pe- 
rò deve essere l’angolo A =E, e quindi il triangolo ABC sarà e- 
guale al triangolo EDF. Il che bisognava dimostrare. 

82, Corollario. Segue dalla dimostrazione precedente che un 
triangolo è determinato, allorché sono dati due de’suoi angoli, ed 
un lato qualunque; vale a dire non si può formare con siETatti dati 
che un solo triangolo, perchè se si potesse costruire un altro trian- 
golo, questo sarebbe eguale al primo. 

PROPOSIZIONE IVI. — TEOREMA. 

83. St due fati d'un triangolo sotto egwili rispettivamente a due 
lati d'un a'tro triangolo, e l’angolo comfr<so dai primi è maggiore 
dell'angolo compreso dagli altri due, sarà il terzo lato d i primo 
triangolo maggiore del terzo lato del secondo ( fig. 10 ) 

Dim Ne’triangoli ABC, EDF sia il lato AB - ED, il lato BC = DF, 
e l’angolo ABC maggiore dell’angolo EDF; dico che il ferzo 
lato aC del primo triangolo sara maggiore del terzo lato EF’ 
del secondo. 

Si soprapponga il triangolo EDF al triangolo ABC, in guisa 
che il lato DF c iiicida col suo eguale BC. E manifesto che it 
punto E del triangolo DEF" potrà , secondo le diverse forme ilei 
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liiangolo ABC, catlcrc o dentro il triangolo ftBC in un punto 0 ^ 
u sul lato AC in un punto G, o finalmente fuori dello stesso trian- 
golo,ABC in un pùnto L. 

Nel primo caso, la somma de’ due lati OB OC sarà minore di 
(piella de’ lati AB, AC (n. 77)-, <• però togliendo da una parte AB, 
e daH’alIra la sua uguale OB, poiché OB rappresenta EB, che si' 
è supi^wsla eguale ad AB resterà OC, ovvero EF, minore di AC. 

Nel secondo caso, la retta GC, ovvero EF , sarà evidentemente 
minore di AC. 

Finalmente nel terzo caso , essendo nel triangolo GCL il lato 
L(; minore della somma degli altri due lati GC, GL (n. 7G), e nel 
triangolo GAB il lato AB minore della somma dei lati AG , GB, 
■ne risulterà che la somma de’ lati LC, ed AB sarà minore di quel- 
la delle quattro rette GC , GL , GA , GB , ossìa delle due LB, ed 
AG. l’erlocchè togliendo da una parte AB, e daU’altra la sua egua- 
le LB, che rappresenta EO=aB, resterà LC, ovvero EF, minore 
di AG. Dunque in tutti i casi EF è minore di AC. Il che bisognava 
d'unoslrarc. 


PROPOSIZIONE Wlì. — TEOREMA. 

$4. St due lati d’un triangolo $ono rispettivamente eguaH a due 
lati d'un altro triangolo, ed il terzo lato del primo è maggiore del 
terzo lato dd secondo , sarà l’angolo compreso dai due primi lati 
maggiore dell'angolo compreso dui due fecondi (fig. 19). 

Dim. Ne’ triangoli ABC EDF sia il lato AB=ED, il lato BC = 
DF, ed il lato AC del primo triangolo maggiore del lato EF del 
secondo. Dico che sarà l’angolo ABC maggiore dell’angolo EDF. 

Perocché, se l’angolo ABC non è maggiore dell’ angolo EOF , 
sarà o uguale, o minore. Nel primo caso il lato AC sarebbe ugna- 
le al latoEF. in virili dell’ugiiagliair/.a dei due triangoli ABC , 
EDF (il. 79); nel secondo, il lato AC sarehixì minore del lato EF, 
in virtù della projxisizioiie precedente. Ma ciò è contro la siippo- 
si'zione in ambedue i casi, dunque l’angolo ABC dev’ essere mag- 
giore dell’ angolo EDF. II che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE XV711. — TEOREMA. 

8.". Due triangoli sono uguali, allorché t tre lati del primo sono 
rispettivamente uguali ai tre lati del secondo (fig. 17). 

Din>. Nei irìangoti ABC, EDF sia il lato AB=DE, AC=EF, 
BC=DF. Dico che sarà l’angolo v=E, B=D, C=F. 

Infatti so l’augolo A fosse maggiore dcU’aiigoIo E , sarchile il 
lato opposto BC maggiore del lato DF (n. 85), contro la supposi- 
xioiie; e se Taiigolo \ fosse minore dell’angolo E, il lato BG sa- 
rebbe minoro del Iato DF, anello contro la supposizione : dunque 
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Tangolo \ dev’essere all’angold slesso modo si 

dimostra clic l’angolo B=I), c l’angolo (’*=;F; e pefo ^>ra 

il triangolo ABC eguale al triangolo EDF. Il che bisognavi* 
mostrare. 

86. Corollario. Un triangolo ò determinato dai suoi tre lati. 

87. Scolio. Merita di essere osservalo che ne’lriangoli eguali, 
gli angoli eguali sono op(wsli ni lati eguali, c reciprocamente i 
lati eguali sono opposti agli angoli eguali. 

CAPITOLO IV. 

BISOLVZlONB DI ALCCKI PROBLEMI 

88. Le proixfeizioni teoretiche fin qui dimostrale, unite alla de- 
finizione del cerchio possono servire a risolvere diversi problemi 
utili per se stessi, e proprii ad avvezzare i principianti all’applic;»- 
zione delle teoriche apprese. Ma oltre a dòsi può fare ancora un 
altro uso della soluzione de’problemi, ed è quello di dimostrare la 
possibilità di certe cose^ dando metodi certi per costruirle (•). E 
principidmcntc sotto questo iilliino punto di vista che riportiamo 
qui appresso la soluzione di alcuni problemi^ dappoiché sono nc- 
cessarii nelle dimostrazioni dei teoremi, che verranno in seguito. 

PROPOSIZIONE XIX — PROBLEMA. 

89. Da un punto di una retta data innalzare su questa retta 
Una perpendicolare ( fig. 20 ). 

Soluzione. Sia C un punto di una retta MN, da cui debba innal- 
zarsi su questa retta la jierpendicolaro. 

Si faccia centro in (i, e con un raggio ad arbitrio si deserivano 
due archi di cerchio, che tagliano la retti data MN nei punti A, c 
B: poi si prendano questi punti come centri, e con un raggio e- 
guale ad AB si descrivano due archi di cerchio i quali evidente- 
mente dovranno incontrarsi', poidiè se si descrivano le circonfe- 
renze intere, quella descritta col cenlro A c col raggio AB dovrà 
passare pel punto B, ed estendersi verso M, e quella descritta col 
'centro B e collo stesso raggio dovrà passare pel punto A , od esten- 
dersi verso N. ( iò premesso, dal punto Ddel loro incontro si con- 
duca la retta l)('.. Dico che questa sarà la perpendicolare richiesta. 

Infatti si tirino ie rette IVA, DB. Essendo per costruzione AC= 


(*) La soluzione di iin problema conlicnp In eoifrvrione. rioi: Topcra- 
rinne geomotripa , rlip dctcrniinn ciò clic si va ccrraudo , c la dimosira- 
tione di essa cnsli ii/ionc. (luindi il problema si riduce sempre a cosiriii- 
rc. qualche rosa , lalc a dire un punto, una linea ccc.. meutre il leoro- 
iiia non costruisce alcune cosa, ma dimostra una terilà. 
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CB, AD=BD come raggi di cerchi eguali, cDC comune ai due 
triangoli ACD, BCO, questi saranno eguali fra loro (n. SS); e pe- 
rn sara l’angolo IK^A eguale all’angolo IXiB ( n. 87 ) , ovvero sarà 
DC perpcndict)lare a MN (n. 47). Il che bisognava fare. 

t)U. Sto’tii È manifesto che facendo uso della costruzione pro- 
••(“(loiite si potrebbe descrivere sopra una retta data AB un trian- 
golo equilatero ABU ; poiché i tre lati AB, AD, BD sono eguali 
Ira loro. 


PROPOSIZIONE XX. — PROBLEMA. 

91. Da un punto situato fuori di una retta indr finita abbassare 
su questa retta laperpendicnlare{6g. 21). 

Sol. Sia A il punto da cui debba abbassarsi la perpendicolare 
sulla retta 'ndefinila BD. 

Si faccia centro in A, e con un raggio sufficientemente grande si 
descriva un arco che taglia la retta data ne’ punti B, e D; indi si 
prendano questi punti per centri, e con un raggio eguale a BD si 
descrivano al di sottodi BD due archi , che dovranno incontrarsi 
per le ragioni addotte nella proposizione precedente. Ciò fatto, si 
congiunga il punto E d’incontro de’due archi coi punto dato A. 
Dico che la retta AE sarà la perpendicolare richiesta. 

Perocché, se si tirino le rette AB, AD, BE, DE, ne risulteranno 
i due triangoli ABE, ADE, i quali saranno eguali perché han- 
no i tre lati rispettivamente eguali; e però sarà l’angolo BAC egua- 
le all’angolo DAC Or essendo ne’ due triangoli ABC, ADC il lato 
AB— AD, il lato AC comune, e l’angolo BAC= DA C, essi trian- 
goli saranno eguali; e per conseguenza sarà l’angolo ACB=ACD, 
ovvero ( n. 47 ) sarà AE perpendicolare a BD. Il che bisogna- 
va fare. 


PROPOSIZIONE XXI. — PROBLEMA. 

98. Dividere una retta terminata in due parti eguali ( Gg. 22 ). 

Sol Sia da dividersi in due parti eguali la retta AB. Dai punti 
A, e B rome centri, e con un raggio AB si descrivano due archi 
che si tagliano in C, c due altri archi che si tagliano inD; indi si 
conduca la retta Cl\ Dico che questa retta dividerà la retta data 
in due parti eguali nel punto E. 

Perocché se si tirino le rette CA, CB, AD , BD si dimostrerà 
come nella proposizione precedente che il triangolo C.AE è eguale 
al triangolo CBE; e per conseguenza (n. 87) sarà AE— EB. 11 che 
bisognava fare. 

93. Corollario, Si deduce da questa proposizione che si può di- 
vidcrc una retta data ARin 4 parti eguali; poiché basta dividere 
ciascuna sua metà AE , ed EB in due parti eguali. Si concepisce 
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oni come potrebbe dividersi AB in 8, in 16, in 32, ecc,, par- 
ti eguali. 

PROPOSIZIONE XXII. — PROBLEMA 

94 Dividere un angolo tn due parti eguali. ( fig. S 1 ). 

S'il. Sia da dividersi l’angolo B VD in due parti eguali. Si fac- 
cia centro nel \ertice A, e con un raggio ad arbitrio si descriva 
un arco che tagli i lati dell’angolo nei punti B, c l)‘, poi sì tiri la 
corda BD, e presi per centri i punti B, e D si descrìvano col rag- 
gio BD due archi che si tagliano nel punto E. Finalmente si con- 
duca la retta a E-, questa divìderà l’angolo dato in due parti eguali. 

Infatti , se si tirino le rette BE , DE si dimostrerà come 
nelle due proposizioni precedenti che l’ angolo BAC = DAC. Il 
che bisognava fare. 

95. Coronarie. Apparisce da questa proposizione che un àngolo 
dato si può divìdere in 4, in 8, in 16, in 32, ecc., parti eguali. ? 

PROPOSIZIONE XXIII. — PROBLEMA. 

96. 7n un dato punto di una linea retta costruire un angolo 
eguale ad un angolo dato ( fìg. 23 ). 

Sol. Sia A il punto dato nella retta AC, e sia D l’angolo dato. 

Si faccia centro in D, e con un raggio ad arbitrio sì descrìva un 
arco che tagli i lati dell’angolo nc’punti E, ed F, e si conduca la 
corda EF. Sì faccia poi centro in A e con un raggio AC=DE si 
descriva un arco indefinito', indi fallo centro in C, e con un rag- 
gio CB=F.F sì descriva un altro arco che tagli il primo nel punto 
B, e si tirino le rette AB, CB, l’angolo BAC sarà eguale all’angolo 
dato D. 

Infatti, i due triangoli ABC, DEF sono eguali, perchè hanno 
i tre lati rispettivamente eguali, onde (n. 86) sarà l’angolo A=D. 
Il che bisognava fare. 

PROPOSIZIONE XXlV. — PROBLEMA 

97. Per un punto dato tirare una linea retta parallela ad 
una retta data ( fìg. 24 ). 

Sol. Sìa A il ppnto dato, e CD la retta data. Si prend ■ un pun- 
to F sopra CD, si conduca AF; poi si faccia al punto A della 
retta AF rangolo BAF eguale all’angolo CFA, la retta AB sarà 
la parallela ri<diiesla', dappoiché per la costruzione sono eguali gli 
angoli alterni BAF, AFC. Il che bisognava fare. 
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pbopbieta’ db’ tbungou. 

9R. Le relazioni, ch’esistono fra i lati, o fra gli angoli di un 
triangolo, costituiscono le proprietà di esso. Eccone le principali. 

PROPOSIZIONE XXV. — TEOREMA 

99. La sómma degli angoli ài qualunque triangolo i uguale a 
due angoli retti (fig. 25). 

% 

Dim. Sia il triangolo ABC, dico che la somma de’tre angoli è 
uguale a due retti. 

Si prolunghi il lato BC in D, e si tiri CE parallela ad AB. Gii 
angoli ACE, BAC sono eguali come alterni rispetto aUa secante 
ACi rispetto poi alla secante BD, l’angolo esterno ECO è uguale al- 
rinterno ed opposto dalla stessa parte AliC*, dunque sarà tutto l’an- 
golo ACD, cioè la somma de’due ACE, ECD, eguale ai due angoli 
A e B presi insieme: si aggiunga di comune l’angolo ACB,‘e sarà 
la somma degli angoli ACD, ACB eguale a quella de’ tre angoli 
del triangolo', ma la prima somma è eguale a due retti ( n. 52 ), 
dunque lo sarà ancora la seconda. Il che bisognava dimostrare. 

lUO. Corollario I. Se in un triangolo si prolunga un lato^ l’an- 
gnlo esterno é uguale alla somma de due interni ed opposti; e per 
conseguenza i maggiore di ciascuno di essi angoli. 

II. Se due angoli di un triangolo sono eguali a due angoli di 
un altro , ancora il terzo angolo di questo sarà eguale al terzo 
di quello. 

Infatti, se dalla somma costante dei tre angoli nell’uno e ncll’a'- 
tro triangolo, si tolgono gli angoli eguali, i residui dovranno esse- 
re eguali. 

Ili. In un triangolo non vi può essere che un solo angolo retto e 
con più Magione un solo angolo ottuso. 

tot. D finizione I. Triangolo rettangolo dicesi quello che li.) 
un angolo retto. Il lato opposto all’angolo retto chiamasi ipotenu- 
sa., gli altri due lati si dicono cateti. 

Dal che si deduce che nel triangolo rettangolo la somma dei due 
angoli acuti è uguale ad un retto', e però ( n. 54 ) l’uno è com- 
plemento dell’altro. 

102. Definizione. II. Triangolo ottusangolo si dice quello che 
ha un angolo ottuso. Si chiama poi acutangolo quello che ha ì 
tre angoli acuti. 

La denominazione di triangolo obliquangolo comprendo il trian- 
golo ottusangolo, c l’acutangolo. 
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PBOPOSIZIONE — TEOREMA. 

105. In un triangolo isoscele gli angbli opposti ai IcUi uguali sa- 
no eguali (fig. 26). 

Dim. Nel triangolo isoscele AFB sia il lato FA=FB ; dicoche 
sarà l’angolo A=B. 

Si divida l’angolo AFB in due parti eguali. I due triangoli AFE, 
FEB sono eguali, perchè hanno l’angolo AFE eguale all’angolo 
EFB per costruzione, e sono eguali i lati, che comprendono i detti 
angoli , dunque sarà il triangolo FAE uguale al triangolo FBE 
(u. 79)’, ma ne’ triangoli eguali gii angoli eguali sono opposti ai 
lati eguali ( n. 87 )•, per conseguenza sarà l’angolo A=B. 11 che 
bisognava dimostrare. 

t04. Corollario Dall’eguaglianza de’ medesimi triangoli si de- 
duce che il lato AE=EB, e che l’angolo AEF=FEB, onde questi 
due angoli sono retti. Quindi « in uu triangolo isoscele, la li- 
» nca FE , che divide Vangalo al vertice AFB in due parti egua- 
5) li, è perpendicolare alla base AB , c passa pel suo punto di 
n mezzo E. 

PROPOSIZIONEIXXVII. — 

105. Se in un triangolo due angoli sono eguali, t lati opposti sa- 
ranno eguali (fìg. 26). 

Dim. Nel triangolo AFB sia l’angolo A=B; dico che sarà il lato 
AF=FB. 

Dal punto F si conduca la perpendicolare FE sopra AB. 

Ne’ triangoli AFE, FEB il lato FE è comune l’ angolo A=B |)er 
ipotesi, l’angolo FEA=FEBcome retti, dunque i due triango- 
li saranno eguali ( n. 81 ) ; ma nei triangoli eguali i lati eguali 
sono opposti agli angoli eguali ( n. 87 )•, perciò sarà FA=PB. Il 
che bisognava dimostrare. 

106. Corollario I. Da questo teorema si deduce che la perpen- 
dicolare abbassata dal vertice di un triangolo isoscele sopra la ba- 
se, divide l’angolo]al vertice in due parti eguali, e passa pel pun- 
to di mezzo della base medesima. 

107. Corollario II. Risulta ancora da questi due ultimi teoremi 
che un triangolo equilatero è nel tempo stesso e^uianjo/o, e rocì- 
procamcntc un triangolo equiangolo è anche equilatero. Ed il 
triangolo equilatero avendo itre angoli eguali fra loro, ciascuno 
di essi è terza parte di due retti, ossia equiv.ale a due terzi di un 
angolo retto (n. 99). Quindi il triangolo equilatero è sempre .acu- 
tangolo , mentre il triangolo isoscele può essere acutangolo , 
rettangolo, ed ottusangolo, secondo che l’angolo compreso fra i 
iati uguali è acuto, retto, o ottuso, poiché gli angoli alla base so- 
no sempre acuti. 
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PROPOSIZIONE XXVIII. — TEOREMA 

108. Di due angoli di un triango/o il maggiore è quello, che tro- 
vati oppotto ad un lato maggiore (fig. 27). 

Dim. Nel triangolo ABC sia il lato CB maggiore del lato CA -, 
dico che sarà l’angolo CAB maggiore duU’angolo CBA. 

Sul lato CB si prenda una parte CD eguale al lato CA, e si tir i 
la retta Dv. Essendo isoscele il triangolo CAD, gli angoli alla 
base ^D sono eguali, e però sarà l’angolo CvD eguale all’angolo 
CDA (n. 105). Ma l’angolo Cl>A esterno al triangolo DBA è mag- 
giore dell’angolo interno ed opposto ABD ( n. 100 ) dunque sarà 
ancora l’angolo CAD maggiore dell’angolo ABD , e con più Torte 
ragione lo sarà l’angolo CxB. Dunque l’angolo CXB è maggiore 
dell’angolo CBA. Il che bisi^nava dimostrare. 

PROPOSIZIONE XXIX. — TEOREMA. 

109. Reciprocamente, di due lati di un triangolo il maggiore é 
quello, che trovati oppotto ad un angolo maggiore (fìg. 27). 

Dim Nel triangolo ABC sia l’angolo C VB maggiore dell’ angolo 
CBA: dico che sarà il lato CB maggiore del lato CA. 

Imperocché, se il lato CB non è maggiore del lato CA , sarà o 
eguale o minore: nel primo caso il triangolo sarebbe isoscele, e 
gli angoli A, B opposti ai lati eguali sarebbero eguali contro l’ipo- 
tesi*, e nel secondo caso, l’angolo CAB opposto al lato minore CB 
dovrebbe esser minore di CBA (n. 108), anche contro l’ipotesi. 
Dunque il lato CB deve esser maggiore del lato CA. Il che biso- 
gnava dimostrare. 

i 10. Scolio. Risulta da questi due ultimi teoremi che il trian- 
golo scaleno può come l’isoscele, essere rettangolo, ottusangolo, 
ed acutangolo. 

PROPOSIZIONE XXX. — TEOREMA 

111. Se pel punto di mezzo P di una retta terminata hB t’innal- 
za tu quetta retta una perpendicolare indebita PS, 

1 Ogni punto S di etsa perpendicolare torà e^idittante dalle 
due ettremilà della retta AB. 

2 Ogni punto M tituuto fuori della perpendicolare tara ditu- 
gualmente dittante dalle stette estremità. 

Dim Iiiratti, si congiunga il punto S con i due punti A, e B. 
Nei triangoli SAP, SBP il lato Ai‘=BP per supposizione , il lato 
SPè comune, e Fangolo APS=BPS, perchè sono retti. Quindi 
( u. 79 ) il triangolo S.\P è uguale al triangolo SBP: c per conse- 
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giieiua sarà il lato SA=SB, ovvero sarà il puuto S equidistante 
dai punti A e B. ( fig. 28. ) 

In secondo luogo, se si tirino le rette MA, MP, MB, ne risul- 
teranno i triangoli MAP. MBP, nei quali il lato MI* è comune, il 
lato Al* -PB, e l’angolo A i^M ò maggiore dell’angolo BPM, per- 
chè rimo è ottuso, e l’allro acuto. Epperò sarà il terzo lato AM 
maggiore del terzo lato MB (n. 83), vale a dire sarà il punto M 
disugualmente distante dai punti A, e B. Il che bisognava di- 
mostrare. 


PHOPOSIZIONE XXXI. — TEOREMA. 

tl2. Se da un punto A situato fuori di una retta CD «t con- 
culcano su questa retta la perpendicolare AP , e differenti oblique 
AB AC AD ; 

La perpendicolare sarà più corta di ogni obliqua. 

2°. Le oblique AB, AC, che si discostano egualmente dal piede 
P della perpendicolare.^ saranno eguali. 

5®. IH due oblique qualunque AD, ed AB. quella che più si allon- 
tana dal piede della perpendicolare saràlapiù lunga ( fig. 29 ). 

Dim. Infatti 1° nel triangolo ABP 1’ angolo APB è retto: per- 
ciò sarà acuto l’angolo ABP (n. 100); ed il lato AB opposto al- 
l’angolo maggiore APB sara maggiore del lato AP opjioslo all’an- 
golo minore ABP ( n. 109). vale a dire la peqieiidicolare AP 
sarà più corta della obliqua AB, e nello stesso modo si dimostrerà 
che sarà più corta di qualunque altra obliqua. 

2° I due triangoli ABP, ACP sono uguali, poiché il lato BP = 
PC per supposizione, il lato AP è comune, e l’angolo APB=Al*C 
come retti. Quindi sarà l’obliqua AB=AC. 

3° ^el triangolo ADB l’angolo ottuso ABD è maggiore dell’a- 
cuto ADB; per conseguenza ( n. 109 ) sarà il lato AD maggiore 
del lato AB. 11 che bisognava dimostrare 

H3. Corollario I. La perpendicolare misura la vera distanza di 
un punto ad una retta data, perchè è più corta di ogni obliqua 
condotta da quel punto alla retta medesima. 

H4. Corollario il. Da un medesimo punto non si possono con- 
durre sopra una retta data più di due rette eguali; perocché se si 
potessero condurre tre rette eguali; vi sarebbero da una medesima 
parte della perpendicolare due oblique eguali; il che nou può 
sussistere. 

US. Scolio I. Si osservi che se le oblique AB, AC si suppon- 
gono eguali fra loro, esse dovranno allontanarsi egualmente dal 
piede P della perpendicolare AP; dappoiché essendo in tal caso 
isoscele il triangolo AB(], la perpendicolare AP deve dividere l i 
base BC in due parli eguali nel punto P ( n. 104 ), onde sarà 
BP— PC. 

116. Scolio li, Merita ancora di essere notato che %\ possono 

l 
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doscrive re tiij te le diverse specie di triangoli, facendo convene- 
volmente V ariure la distanza del punto A ( fig. 29) dalla retta DC. 
lufatt' : 

Se la distanza accennata è tale che la obliqua AB, o la sua 
eguale AC sia eguale a BC; il triangolo ABC sarà equilatero. Si 
è poi veduto (n.90) che ciò accade quando presi per centri i punti 
B, e C si descrivono collo stesso raggio BC due archi di cerchio , 
i quali dovranno incontrarsi in un punto A della perpendicolare AP. 

2“ Se AP=r BP= PC, il triangolo ABC sarà isoscele rettangolo. 
Perocché in tal caso es-sendo isosceli i triangoli ABP, aCP, ABC, 
gl' angoli ABI‘, BAP , PAC- ACP sono tutti eguali fra loro (n. 
103). Ma i quattro angoli accennati formano i tre angoli del trian- 
golo ABC, ed equivalgono perciò ( n. 99 ) a due retti : dunque 
l’angolo BAC, che è la somma de’ due angoli BAP, CAP dev’essere 
eguale ad un angolo retto. Da ciò si potrà facilmente dedurre che 
quando aP è minore di BP, il triangolo ABC è isoscele ottusango- 
lo-, e quando Al’ è maggiore di BP , lo stesso triangolo è isoscele 
acu tangolo. 

3* Finalmente se AP è uguale, o m.nggiore di DC, il triangolo 
ADC sarà scaleno acutangolo. Perocché, essendo la obliqua AD 
maggiore della perpendicolare Al’, sarà pure maggiore di DC , e 
per conseguenza ( n. 108 ) l’angolo DCA sarà maggiore dell’ango- 
lo DAC. Ma l’angolo DCA è acuto, dunque sarà ancora acuto l’an- 
golo DaC, siccome l’angolo ADC è esso pure acuto, cosi ne conse- 
gue che il triangolo CAD dev’ essere acutangolo. Or essendo la 

obliqua AD maggiore della perpendicolare AP!^DC per Ipotesi, 

sarà il triangolo CAD scaleno acutangolo. 

È facile poi vedere ebe essendo retto l’angolo BVC, quando 
AP=D1', il ti iangoto (; aD risulta in tal caso scaleno ottusangolo. 
In quando al triangolo scaleno rettangolo, esso si avrà allorché 
essendo AP> PC si l'accia l’angoio DAP— ACP-, dappoiché in tal 
caso l’angolo PAC e.ssendo complemento di ACP (n. 101), lo sarà 
pure del suo eguale DAP, e quindi l’angolo D.\C sarà retto. 

Applicazione delle proprietà precedenti alla risoluzione 
di alcuni problemi. 

PBOPOSIZIONE XXXII. — P/f OBLEilA. 

li". Essendo dati due lati di un triangolo, e V angolo da essi com ■ 
preso, descrivere il triangolo ( fig. 50 ). 

Soluiione. Si tiri una retta indefinita l'F, ed al punto Dsi fac- 
cia l’angolo EDF eguale all’ angolo dato -, indi sopra le rette DE, 
DF si prendano le parti D(l, DII rispettivamente eguali ai lati da- 
ti, e si conduca la retta OH, il triangolo DCHsara evidentemente 
il triangolo richiesto, lidie bisognava fare 
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1 18. Essendo dati un lato e due angoli di un triangolo., descrive- 
re il triangolo (flg. 31). 

5o/U2tone. Possono darsi due casi, o il lato dato è adiacente ai 
due angoli dati, oè : diacenle airiuio, ed opposto aH’alIro. 

I. Caso. Si conduca una retta DE eguale al lato dato -, indi si 
faccia ai punto D l’angolo FDE eguale ad uno degli angoli dati , 
ed al punto E l’angolo FED eguale all’angolo rimanente : le rette 
DF , EF incontrandosi daranno il triangolo l'FE , che sarà il 
triangolo richiesto. 

II. Caso. Si tiri una retta A B eguale al lato dato ^ poi si faccia 
l’angolo EA B eguale all’angolo adiacente ad AB, e finalmente in 
nn punto qualunque M della retta \('. si costruisca l’angolo AMK 
eguale all’altro angolo dato: la retta t;u parallela alla retta ML 
darà il triangolo cercalo, perchè in virili dello parallele fangolo 
aML è uguale all’angolo C. 11 che bisognava Care. 

119. Scolio. È chiaro che gli angoli dati presi insieme deblxino 
essere minori di due retti-, altrimenti il triangolo non potrebbe esi- 
stere (n.99). 

PROPOSIZIO.NE XXTiW .— problema 

120. Essendo dati i tre lati di un triangolo , descrivere il trian- 
golo ( flg. 32 ). 

Soluzioru. Si tiri una retta indefinita, su cui si prendano le tre 
parti Ma, AB, BN eguali rispettivamente ai tre lati dati, i quali 
dovranno esser tali che ciascuno sia minore della ^omma degli al- 
tri due, e maggiore della loro differenza (n 70). Ciò premesso, si 
farcia centro in A, e col raggio A M si descriva la circonrcrcnza 
MCD; indi si faccia centro in B , e col raggio l!N si descriva la 
circonferenza NCD, che incontra la prima nel punto C •, finalmen- 
te si tirino i raggi Ca, C-B, il triangolo AC.B sarà il triangolo ri- 
chiesto, perchè aB è uno de’ tre lati dati , aC.= aM come raggi 
di un medesimo cerchio, e CB=BN per la stessa ragione. 

Resta ora a dimostrare che le due circonferenze accennate de- 
vono incontrarsi necessariamente. Or due casi possono darsi, o il 
lato AB è maggiore di ciascuno degli altri due, o è minoie ; poi- 
ché il coso in cui fosse eguale a ciascuno de’due lati, o ad nn solo 
di questi medesimi lati, si riduce facilmente ai due primi. 

Nel primo caso ( fig. 32, n. 1 ) , essendo AM minore di AB, la 
circonferenza MCI) deve incontrare la retta MN in nn punto E 
sitilato tra i punti A e B. Da un’altra parte essendo BN minoie di 
AB, ma maggiore di BE, che èia differenza degli altri due Iati 
AB, AM, perchè aE-=AM, la circonferenza NCO dovrà incontrare 
la retta MN in un punto 0 posto tra i punti A ed E', e per conse- 
guenza risulta evidente rincontro dello due circonferenze 
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Nel secondo caso ( 32 n. 2 ) essendo AM i:i;ig^ioro di AB, 

ma minore di AB+BN, la circonferenza MCI) deve inconirare la 
rella MN in un punto E situato tra i punti B e N. Da un’altra 
parte essendo BN maggiore di AB, ma minore di ABf AM, la cir- 
conferenza N'.D dovrà iuconlrare la retta MN in un punto 0 si- 
tuato Ira i due A e M, e per conseguenza anche in questo secondo 
caso è manifesto rincontro delle due circonferenze. 11 che biso- 
gnava fare. 


PROPOSIZIONE XXXV. — PROBLEMA. 

121. Essendo dati due lati dt un triangolo ed un angolo opposto 
ad uno di essi descrivere il triangolo ( fig. 33 ). 

Soluzione Siano dati i due lati A, B, e l’angolo C opposto ad 
uno di ess : possono darsi due casi. 

I. Caso. Se l’angolo dato C è retto, o ottuso ed opposto al lato 
B, che si suppone maggiore di A: in tal. caso si faccia l’angolo 
MI)N=C, si prenda DE=A indi col centro in E , e con un rag- 
gio=B si descriva un orco di cerchio, che taglierà la retta GN in 
due punti F, G situati a parti contrarie rispetto al punto D. In- 
fatti abbassando dal punto E sopra GN la perpendictilare EO , 
questa dovrà cadere nell’angolo acuto El)C, e vi saranno due 
oblique eguali EF, EG situate come nella figura, essendosi sup- 
posta ED minore di EF, ovvero di B. Da questa costruzione si 
hanno dunque due triangoli EDF, EDG. Ma solo il primo risolve 
il problema nel senso preciso dell’enunciato, perchè l’angolo EDG 
del secondo non è l’angolo dato, ma il supplemento di quello. 

È poi evidente che nel caso dell’angolo retto, si potrà prendere 
uno qualunque de’due t riangoli EDF, EDG; e che se il Iato opposto 
B fosse minore o eguale ad A ; il problema sarebbe impossibile nel 
caso dell’angolo retto, o dell’angolo ottuso. 

II. Caso. Se l’angolo dato G è acuto ed il lato opposto B seguili 
ad esser maggiore di A; la costruzione precedente ha sempre luo- 
go: e qui pure si vede che si hanno due triangoli, de’ quali un solo 
soddisfa a tutte le condizioni del problema. 

Ma se G è acuto, e B minore di A, in tal caso si faccia ( fig. 34 ), 
rangoIoRKQ=G, si prenda KI=A; indi col centro in 1, e con 
un raggio=B si descriva un arco di cerchio, il quale dovrà ta- 
gliare la rella KQ in due punti L, e P situati da una medesima 
parte rispetto al punto K. Infatti, abbassando la perpendicolare IM 
sopra KQ, è manifesto che vi devono essere due oblique eguali 
fra loro IL, ed IP situate come nella figura, essendosi supposta 
IK maggiore di IL. Laonde con la costruzione precedente si avran- 
no due triangoli ILK, IPK, i quali soddisferanno ambidue al pro- 
blema proposto. Il che bisognava fare. 

122. Scolio I. Apparisce dalle Cose precedenti che qualunque 
sia l’angolo C, cioè retto, ottuso, o acuto, il problema proposto 
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non potrà risolversi, se il lato B opposto alt’an^olo C fosse minore 
della perpendicolare EO(Og. 33) abbassala dalla cstreniilà E del 
lato adiacente sulla retta iiidefinila GN , perche l’arco descritto 
col raggio B non incontrerebbe quella retta. 

123. Scolio II. È facile vedere che se si volesse stare alla gene- 
ralità della geometria, e non si volesse considerare il caso parti- 
colare del triangolo, il problema precedente dovrebbe esser enun- 
ciato nel modo seguente (fig. 33). 

Essendo dato un angolo qualunque e presa sopra DM una 
parte DE eguale ad una retta data , trovare sulla retta indefini- 
ta GN un punto F tede che la congiungente EF risulti di data 
grandezza. 

124. Scolio HI. Merita ancora di esser notato che i quattro pro- 
blemi precedenti si comprendono net seguente problema generale. 

Costruire un triangolo essendo dati tre de’ suoi elementi, che sono 
i tre lati ed » (re angoli, tra i quali ci sia almeno un lato. 

Nella combinazione de’ dati necessarii per poter descrivere un 
triangolo vi dev’essere almeno un lato, perchè se fossero dati sola- 
mente i tre angoli A, B, C, il jiroblema sarebbe indeterminato, 
cioè si potrebbero costruire infiniti triangoli differenti. Infatti (fig. 
31), se si tiri una retta DE ad arbitrio, e si faccia al punto D ran- 
gole FDF<=A, ed al punto E l’angolo FED=B, il terzo angolo 
DFE del triangolo che ne risulta sarà eguale al t-rzo angolo dato 
C (n. 100). Quindi facendo variare la lunghezza della retta DE si 
avranno infiniti triangoli equiangoli fra loro , m:i non eguali", e 
perciò il problema resta indeterminato. 

CAPITOLO VI. 

UE’ VOUGONI. 

Definiiione I. Un piano terminato d’ogni intorno da linee 
chiamasi ^ra piana. 

12G.II. Se le linee sono rette, la figura piana si dirà rettilinea, 
0 più brevemente poligono (fig. 35). 

127. HI. Se le linee sono curve la figura piana si dirà' curiift- 
nea. Il cerchio è la sola figura curvilinea che si considera negli 
elementi di geometria. 

128. IV. Finalmente se le linee sono rette e curvo , la figura 
piana si chiamerà mistilinea (fig. 1). 

129. V. Le rette AB , BC, CD, ecc. ( fig. 35 ) che terminano il 
poligono, diconsi lati, i vertici degli angoli ABC, BCD, CDE, ecc. 
formati da questi lati sono i vertici del poligono. 

130. M. Ogni retta AC. AD, AE, ecc., che unisce i vertici di 
due angoli non adiacenti, dicesi diagonale del poligono. 

151. VH. L’insieme de’ lati del poligono forma il suo contorno o 
perimetro.Se i lati sono eguali, il poligono dicesi equilatero-, se so- 
no eguali gli angoli, si chiama equiangolo. 
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135. Vili. Il poligono equilatero ed equiangolo prende il nome 
di poligono regolare. 

133. IX. Due poligoni sono equilateri fra loro., quando hanno i 
lati rispettivamente eguali, e disposti nel medesimo ordine. Sono 
poi equiangoli fra loro, quando hanno gli angoli rispettivamente 
eguali e disposti nel medesimo ordine. 

13i. X. I poligoni prendono nomi diversi, secondo il numero 
dei loro lati. Il poligono di tre lati è il triangolo, di cui si è parla- 
to nei capitoli precedenti: quello di quattro lati chiamasi quadri- 
latero, quello di cinque pentagono, di sei esagono, di sette ettagono, 
di otto ottagono, di no\e enneagono, di dieci, decagono , di dodici, 
dodecagono, di quindici, quindecagono, o pentedecagono. Per tutti 
gli altri poligoni non si adoperano nomi derivati dalla lingua gre- 
ca : ma si enuncia il numero dei lati; e però si dice un poligono di 
11, di 13, di 14, di 16, di 17 lati ecc. 

13o. Nella geometria elementare si considerano solamente i po- 
ligoni convessi, cioè quelli che non hanno angoli rientranti , o in 
altri termini, quelli, i cui contorni, o perimetri, non possono es- 
sere incontrati da una linea retta in più di due punti La tìg. 33. 
rappresenta un poligono convesso; quello dinotato dalla flg. 3C. 
contiene l’angolo rientrante DEF. 

136. Il poligono convesso è tale che il suo perimetro non può es- 
sere segato dai prolungamenti dei suoi lati, al contrario quello del 
poligono concavo, o ad angoli rientranti, può essere segato in due 
o più punti quando si prolunghi qualche suo Iato sullìcientemente. 

P^ROPOSIZIOXE XXXVI. — TEOREMA. 

137. La somma dì tutti gli angoli interni di un poligono è uguale 
a tante volte due angoli retti, quante unità sono nel numero dei suoi 
lati meno due (fig. 33). 

Eim. Sia ABCDEF il poligono proposto: se dal vertice d’un me- 
desimo angolo \ si conducano a tutti i vertici degli angoli opposti 
le diagonali AC, AD, AE, è maniresto che il poligono sarà diviso 
in cinque triangoh, sella sette lati ; in sci triangoli , se ha otto 
lati: ed in generale in tanti triangoli quanti sono i lali del poligo- 
no meno due; dappoiché questi triangoli possono essere conside- 
rati come aventi per vertice comune il punto A, e per basi i dilTe 
renti lati del poligono, eccetto i due, che formano l’angolo A. Or 
la somma degli angoli di tutti questi triangoli equivale evidente- 
mente alla somma degli angoli del poligono; dunque questa som 
ma è uguale a tante volte due angoli retti quanti sono i triangoli, 
vale a dire quante unità sono nel numero de’ lati del poligono me- 
no due. Il che bisognava dimostrare (*). 


(*) Se dal piloto E (fig. 36) si tirino le diagonali a tatti i vertiri del po' 
liguuo, l'angolo rientrante E sarà composto degli angoli conserutiii FEG 
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138. C orolìarìo I. Da questo teorema si deduce che nel quadri* 
luterò la somma degli angoli è uguale ad angoli retti; nel penta- 
gono è uguale a 6 angoli retti; nell’esagono è uguale a 8 angoli 
retti, nell’ottagono a 12 angoli retti, nel decagono a 16, ecc..., ed 
ili generale se n è il numero de’ lati del poligono, ed R Tangolo 
retto, la somma degli angoli sarà espressa da (n— 2)><2R, o sia 
da nx2R — 4R o in altri termini. 

I a somma di tutti gli angoli di un poligono è uguale a tante tolte 
due angoli retti, ^anti sono i lati, meno quattro angoli retti. 

159. r orollario li. Quando il poligono è regolare, ciascuno dei 
suoi angoli sarà eguale al valore della somma di essi angoli diviso 
pel loro numero. Epperò un angolo di un poligono regolare di tre 
lati sarà eguale a 2/3 di un angolo retto, quello di un poligono re- 
golare di 4 lati sarà eguale ad un retto, quello di un pentagono 
regolare ?arà 6/5 di un retto, quello di un esagono regolare sarà 
8/C di un retto, ecc. 

140. Corollario IH. Reciprocamente, se si conoscesse la somma 
degli angoli di un poligono, si potrebbe determinare il numero dei 
suoi lati. Se, per esempio, questa somma equivale a 30 angoli retti, 
la metà di questo numero, o 15 dinota il numero de’ lati del poli- 
gono diminuito di due; il poligono ha dunque 17 lati. 

PROPOSIZIO.NE xxxyn.— TEOREMA 

141. Se i lati di un poligono ABCDE si prolunghino ordinar 
tamente verso una medesima parte, la somma di tutti gli angoli 
esterni (iBm, DCn, pDE, ecc. sarà egtiale a quattro cmgoli retti. 

C %. 37 ). 

IHm. Imperciocché (^ni angolo esterno CBm fa coU’interno a- 
diaccnte ABC due angoli retti, e però tutti gli angoli esterni insie- 
me con tutti gl’interni sono eguali a tante volte due retti, quante 
unità vi sono i el numero de’ lati del poligono. Ma tutti gli angoli 
interni sono eguali a tante volte due retti, quanti sono i lati meno 
quattro retti 138). Se dunque si tolgono gl’interni, resteran- 
no gli esterni eguali a quattro angoli retti. Il che bisognava dimo- 
strare. 

Delle condizioni che determinano i poligoni (*). 

* 142. Esistono per i poligoni in generale, come per i trian- 


GEA , AEB , BEC , CED , i quili uniti att'angolo FED formano quattro 
angoli retti ( n, B7 j. Quindi il teorema dimostrato qni sopra potrebbe 
applicarsi al polìgono che ha un angolo rientrante , purché si consideri 
questo angolo non già secondo la deOnìzione (u. 41), ma come l’eccesso 
di quattro retti sull'angolo FED. 

(*; I numeri segnati con asterischi si possono Iralasciare in una pri - 
lua lettura. 
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goli, alcuni carallcri, dai quali si può dedurre la loro eguaglianza 
E poiché silTalti carallcri equivalgono alle condizioni necessarie e 
sufiìcienli a delcrminare un poligono, cosi ci occuperemo qui ap- 
presso di alcune di qucslc condizioni, dalle quali si potranno, ove 
si voglia, ricavare facilmente i caratteri corrispondenti dell’egua- 
glianza dei poligoni. 

PROPOSIZIONE XXXYlll. — TEOREMA. 

* Un poligono ABCDEF é determinato , quando si cono- 
scono tutti i suoi lati , e tulle le diagonali AG , Al) , &E , che 
partono da un medesimo vertice A ( lìg. 35 ). 

Lini. Imperciocché, è manifesto che se saranno determinati tutti 
i triangoli in cui si divide il poligono, esso potrà comporsi riunen- 
do insieme quelli triangoli, e quindi risulterà determinato. Or es- 
sendo dati tulli i lati del poligono, e tutte le diagonali che partono 
da un medesimo vertice ciascuno triangolo ABC, ACL),ecc. trovasi 
determinalo dai suoi tre lati: dunque il poligono è determinato. Il 
che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE XXXIX — TEOREMA. 

* M\. Un poligono ARODEF e determinalo qnando si cono 
scono Intii i suoi lati, e lutti i suoi angoli consecutùi ABC , BCD , 
eccj eccetto i tre ultimi DEF, EFA, FAB(fig. 35). 

Lim. Infatti, il triangolo ABC si trova determinato dall’angolo 
B, e dai lati AB, B(J che lo comprendono Quindi si conoscerà 
l’angolo BCA ed il lato A(i (•) Ma l’angolo BCD è dato per ipote- 
si dunque sarà ancora dato l’angolo A CD, ed i lati AC, UC che lo 
comprendono-, c per conseguenza il triangolo ACD si trova deter- 
minato. Nello stesso modo si dimosirerà che tutti i triangoli con- 
secutivi sono determinati, eccello l’ultimo AFE, che sarà determi- 
nalo dai suoi tre lati, senza che sia necessario conoscere gli angoli 
DEF, EFA, FaD. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE XL — TEOREMA. 

* 145. Un poligono ABCDEF è determinato., quando si cono- 
scono tutti i SUOI lati , e tulli i suoi angoli, eccetto i due lati 
EF, F A , e rangola F compreso da questi ( fig. 35 ) 


(') Quando si dice che l'angolo BCA, od il loto AC sono conosciuti, ciò 
non si deve intendere dei loro valori numerici, ma di quelli che risultano 
dalle costruzioni geometriche esposte (n. 117). Questa considerazione si 
eppliia sempre allorché si dice che alcune parti di uu triangolo sono co- 
nosciute dietro alte condizioni, che determiuano il tri ingoio medesimo. 
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him. Perocché si dimostra, come nella proposizione precedente, 
che tutti i triangoli consecutivi ABC, ACD ecc. si trovano deter- 
minali, eccetto rultimo aEF, il quale sarà determinalo dal lato 
AE, e dagli angoli FAE, AEF, adiacenti a questo lato, oltenen 
dosi l’angolo FaE con togliere dall’angolo dato FAB la somnu 

in A /Ini lr*iort/m1ì nm/'n/innfi il nrk1l<lrrL 


degli angoli in A dei triangoli precedenti. Dunque tutto il poligo- 
no è determinato. 11 che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE XLl— TEOREMA. 


• 146. f 'n poligono ABCDEF è determinato , quando ti cono- 
scono tutti i suoi lati, e tutti i suoi angoli, eccetto il lato AF , 
ed i due angoli adiacenti a questo lato ( fìg. 55 ). 


Vim. Infatti si dimostra, come nella proposizione precedente, 
che tulli i triangoli consecutivi ABC, ACD, eoe. sono determinati, 
eccetto l’iillimo AEF, che sarà determinalo dai lati A E , FE, e 
dall’angolo AEF contenuto da questi lati. Dunque tutto il poligono 
è determinato. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE \LU.— TEOREMA 

* 147. Vn poligono ABCDE « determinato, quando si conosce 
uno de’ suoi lati aB, e tutti gli angoli che questo lato fa con i lati 
e le diagonali che partono dalle sue estremità ( fig. 38 ). 

Dim. Imperciocché, ciascun vertice C, D, E si trova legato al 
lalodato AB per mezzo di un triangolo ACB, aDB , AEB , nel 
quale si conosce il lato accennato AB, ed i due angoli ad esso a- 
diaccnti. Quindi tutti i vertici del poligono si trovano determinati-, 
c però tutto il poligono sarà pure determinato. Il che bisc^nava 
dimostrare. 

• 148. Scolio I. Quando si è detto ( n. 86 ) che un triangolo è 
determinalo dai suoi tre lati, si avrebbe potuto dire in un modo 
più generale che un triangolo è determinato dal suoi 6 elementi, 
che sono i lati e gli angoli, meno tre angoli, come avviene in tutti 
i poligoni. Parimente si potrebbe dire che un triangolo è deter- 
minato da tutti i suoi clementi, meno due lati e l’angolo da questi 
compreso, oppure meno un lato ed i due angoli adiacenti a questo 
lato, il che ha luogo in tutti i poligoni. Da ciò si deduce in gene- 
rale che un poligono qualunque, triangolo, quadrilatero, pentago- 
no, ecc. è determinato da tutti i suoi elementi meno tre, salvo al- 
cune eccezioni, delle quali rispetto al triangolo si è già parlato 
(n. 122). Quindi se si rappresenta con n il numero de’lati di un 
poligono qualunque. 2n rappresenterà il numero totale de’suoi e- 
lemcnti^ per conseguenza il numero dei dati necessarii alla deter- 
minazione di un poligono sarà espresso da 2n-3. Dal che ne segue 
esser necessarii 10-3, o 7 dati per un pentagono-, 12-3, o 9 iter uu 
es igono, e così in progresso. 
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* i49. Scolio li. Dalle cose precedenti apparisce la corrispon- 
denza ch’esiste Ira le condizioni, che determinano i triangolii e 
quelle che determinano i poligoni in generale. Rimane ora adire 
qualche cosa intorno alle proprietà de’ poligoni reiativamente a 
quelle che appartengono ai triangoli. Si è dimostrato che quando 
in un triangolo vi sono lati eguali vi devono essere ancora angoli 
eguali, e reciprocamente. Si è dimostrato ancora che quando in un 
triangolo si trovano lati disuguali, vi devono essere ancora angoli 
disuguali, e reciprocamente. Queste proprietà non hanno luogo 
necessariamente negli altri poligoni, La maggior parte di essi pos- 
sono avere tutti i loro lati eguali e tutti i loro angoli disuguali, 
oppure tutti i loro angoli eguali e tutti i loro lati disuguali. Da ciò 
si deduce che in un poligono può aver luogo un cangiamento in 
tutti gli angoli, 0 in alcuni di essi, senza che vi sia cangiamento 
ne’lati', e che vi possa essere cangiamento in tutti i lati, o in alcuni 
di essi, senza che vi sia cangiamento negli angoli. Ciò si vedrà 
chiaramente appresso. 

CAPITOLO VII. 
de’ qdadrilatebi. 

1.50. Fra i quadrilateri se ne trovano alcuni di forma particola- 
re, che meritano di essere specialmente considerati-, dappoiché go- 
dono di molte proprietà importanti. 

ìòi. 'Definisione I. Si chiama Trapezio il quadrilatero, che ha 
due soli lati paralleli. 

152. Da ciò segue che essendo nel trapezio ABCD ( fig. 39 ), 
paralleli i lati opposti AB, DC, gli angoli A, e D devono essere 
supplemenlarj ( n. 54 ), come pure gli angoli B e C. 

Si deduce ancora che se l'angolo A è retto ( fig. 40 ), l’angolo D 
sarà ancora retto. 

153. Definizione 11. II quadrilatero, che ha i lati opposti paralle- 
li, diccsi ^raiieto^nmmto. 

La fig. 41 rappresenta un parallelogrammo nel quale i lati op- 
posti AB, DC seno paralleli, come pure ì lati AD, BC. 

154. Definizione III. Si chiama Parallelogrammo rettangolo , 
e più semplicemente rettangolo il quadrilatero che ha gli angoli 
retti, senza avere i lati eguali ( fig. 42 ). 

155. IV. 11 quadrilatero, elle ha i lati eguali senza 
avere gli angoli retti, dìcesi rombo-, si dà ancora a questa figura il 
nome di losanga ( fig. 43 ). 

156. Definizione V Si chiama quadrato i l qii.adrilatero che ha 
i lati eguali, e gli angoli retti ( fig 44 ). 

PROPOSIZIONE XUtl. — TEOREMA. 

157 in ogni parallelogrammo i lati opposti sono e uaìi, come 
pure gli angoli opposti; e la diagonale lo divide in due parti 
eguali { fig. 4 1 ) 
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Ditn. Nel pflrnllelogrammo A6CD si conduca la diagonale BD. 
Essendo AD parallela a BC, saranno eguali gli angoli alterni ADB, 
DBG; parimente essendo DC parallela ad xB, saranno eguali gli 
angoli alterni ABD, BDC. Quindi sarà il triangolo ABD eguale al 
triangolo BDC, perchè hanno il lato BD comune, e gli angoli a- 
diaccnti a questo lato rispettivamente eguali. Ma ne’ triangoli e- 
guali i lati eguali sono opposti agli angoli eguali; e reciprocamen- 
te gli angoli eguali sono opposti ai lati eguali; dunque sarà il la- 
to Ah=BC, il lato aB=GI), l’angolo A=C, e finalmente l’angolo 
ABC, composto de’ due angoli ABD, DBG, eguaglierà l’angolo 
ABC composto dei due BDG, aDB. Il che bisognava dimostrare. 

t.’SS. ('orollario. Duerette parallek {fig, 41 ) comprese 

fra due altre parallele AD, BG sono eguali. 


PROPOSIZIONE XLl't. —TEOREMA 


159. Dueparallele sono equidistanti ( fig. 42 ). 


!Hm. Siano AB, CD due rette parallele. Sulla prima s'innalzino 
le due perpendicolari AG, BD, queste dovranno essere ancora per- 
pendicolari all’altra (n. 69): e perciò ciascuna di esse misura la 
distanza scambievole delle due parallèle. Ma AC=BD, perchè la 
figura ACDB è un parallelogrammo, dunque le due parallele AB, 
GD prolungate indefinitamente dall'ima e daU’altra parte saranno 
sempre equidistanti. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE XLY. — TEOREMA 

160. Se in un quadrilatero i lati opposti sono eguali., la figura sa- 
rà un parallelogrammo (fig. 41). 

Dim. Nel quadrilatero ABCD sia il Iato AB— DC, il lato AD= 
BC. Dico che la figura accennata è un parallelogrammo. 

Imperocché se si conduca la diagonale BD, i due triangoli ABO, 
BCD saranno eguali , perchè hanno i tre lati rispetlivamentc ^ 
eguali ( n. 85 ). Quindi l’angolo ADB oppostosi lato AB sarà e- 
guale all’nngolo DBG opposto al lato GD : ma questi angoli sono 
alterni rispetto alle rette AD, BC, dunque queste rette sono pa- 
rallele (n. 62). Nello stesso modo si dimostra che AB è parallela 
aCD, e però il quadrilatero ARCI) è un parallelogrammo. Il che 
si doveva dimostrare. 

PROPOSIZIONE XLVI. — TEOREMA. 

161. Se due lati opposti di un quadrilatero sono eguali e paralleli, 
la figura sarà un parallelogrammo ( fig. 41 ). 
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Vm, Nel qundrilutcro ABCO sia il lato ABegtula a parallelo al 
lato DC. Dico che la figura ABCD san'i un parallelogrammo. 

Si tiri la diagonale BD. E poichò AB è uguale e parallela a DC, 
gli angoli alterni ABD, BDC saranno eguali (n. 68). Quindi i due 
triangoli ABD, CllB hanno il lato BD comune , il lato AB=DC, e 
l'angolo compreso dai due primi eguale all’ angolo compreso dai 
due secondi; perciò i due triangoli sono eguali, e sarà il lato AD= 
Bf^. Ma quando in un quadrilatero i lati opposti sono eguali, la 
figura è un parallelogrammo ( n. 160 ) : dunque il quadrilatero 
ABCI) ù un parallelogrammo. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE XLVIl. — TEOREMA. 

102. le diaconali dun parallelogrammo si tagliano scambievol- 
mente in due parti eguali (fig. 45). 

Dim. Sia il parallelogrammo ABCD. Dico che le due diagonali 
AC, DB si tagliano scambievolmente in due parti eguali. 

Infatti, nei due triangoli A DO, BCO i lati AD, CB sono eguali 
come i lati opposti del parallelogrammo; l’angolo A DO è eguale al- 
l’angolo OBC come alterni Rispetto alle parallele AD, BC, e l’an- 
golo OAD=OCB per la stessa ragione, dunque i due triangoli ADO, 
BOC sono eguali (n.81); e perciò sarà aO=OC, e DO=OB (n.87). 
Il che bisognava dimostrare. 

163. Scolio 1. Nel rettangolo ABDC ( fig. 42 ) le due diagonali 
non solo si tagliano scambievolmente in parti eguali, ma sono an- 
cora eguali fra loro. Perocché sono eguali i due triangoli ABC , 
BAD, essendo il lato AB comune, il lato AC=BD,e l’angolo CAB= 
ABD come retti. 

164 H. Nel rombo (fig. 43) le due diagonali sono disu- 

guali, ma si tagliano ad angoli retti. Perocché essendo i punti 
B e D egualmente distanti dalle estremità della retta AC, la retta 
BD, che divide per metà la AC, è ad essa perpendicolare (n. 111). 

165. Scolio 111. Dalle cose precedenti risulta che nel quadralo 
( fig. 44) le due diagonali sono eguali, e si tagliano ad angoli 
retti . 


PROPOSIZIONE XLVni. — PROBLEMA. 

106. Costruire un parallelogrammo., essendo dati un angolo, ed i 
due lati che lo comprendono (fig. 41). 

Sol. Si (àccia l’angolo A eguale all’angolo dato; poi su i lati di 
esso si prendano le due parti AB, AD eguali rispettivamente ai 
due lati dati. Ciò fatto dal punto 6 si tiri BC parallela ad AD, e 
dal punio D si tiri DC parallela ad AB. La figura ABCD sarà evi- 
dentemente il parallelogrammo richiesto. Il che bisognava fare. 

167. Scolio I. Si osservi che se l’angolo BAD é retto, la figura 
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AB(^D diviene un rettangolo*, e se di più i lati AB, AD sono eguali, 
lu stessa figura diverrà un quadrato. Si può dunque con la co- 
struzione indicata descrivere un rettangolo, di cui sono dati due 
lati die comprendono l’angolo retto, e costruire un quadrato so- 
pra una retta data. 

168. Scolio II. È facile vedere che il rettangolo si può ancora 
costruire in un altro modo. Infatti si tiri una retta AB ( fig. 42^ 
eguale ad uno de’ due lati adiacenti dati, indi alle due estremità 
di questa retta s’innalzino le perpendicolari AC, BD, ciascuna del- 
le quali si faccia eguale all’altro lato adiacente dato, e si congiun- 
ga infine il punto C col punto D, la figura ABDC sarà il rettango- 
lo richiesto, in virtù delle proixisizioni precedenti. 

169. Scolio IH. Con la costruzione indicala nello scolfo prece- 
dente si può sopra una data retta AB ( fig. 44 ) descrivere il qua- 
drato : solamente dovrà farsi ciascuna delle due perpendicpiari 
ah, BC eguale al lato dato AB. 
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LIBRO II* 

RAPPOBTI DELLE FIGURE RETTILINEE. 

■ Q» 


CAPITOLO 1. 


DELLE BACIONI B DELLE PBOPOBZIONI IN 6BNEBALB. 

470. Il principio delV esalta soprapposizione ( n.79 ) applicato 
ai triangoli, e le conseguenze che ne abbiamo dedotte sono state 
sulTicienti a farci scoprire alcune proprietà delle figure piane ret- 
tilinee, le quali proprietà si potrebbero chiamare costilulice delle 
figure medesime, in quanto che servono alla loro descrizione geo- 
metrica. In tal modo abbiam riconosciuta li possibilità di descri- 
vere tutte le specie di triangoli (n. 116), indi quella di descrivere 
tutti i poligoni ingenerale, ed in particolare il trapezio, il paral- 
lelogrammo, il rettangolo, il quadrato, il rombo o losanga. 

171. Ma quando si vogliono paragonare geueralmente le stesse 
figure tra loro, per valutare le une per mezzo delle altre allora il 
principio summentovato dell’esatta soprapposizione non basta più 
esso solo, e conviene ricorrere alla teorica generale delle ragioni e 
delle proporzioni. Or siccome ogni grandezza si può ridurre a nu- 
mero paragonandola ad un’altra della stessa specie presa per uni- 
tà, così ne consegue che la teorica accennata appartiene propria- 
mente all’Aritmetica, 0 piuttosto all’Algebra; ciò non ostante essa 
verrà esposta qui appresso, alTinchè si poisa conoscere in qual mo- 
do debba adoperarsi nell’applicarla alla quantità continua. 

DELLA BA6IONE. 

172. Due grandezze non possono paragonarsi l’una all’altra ri- 
spetto alla loro quantità se non sono omogenee, vale a dire della 
stessa s^cie o natura: così una linea non potrà paragonarsi ad una 
superficie, e ad un solido, ma si paragonerà la linea alia linea, la 
superficie alla superficie, il solido al solido. 
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173. Di due grandezze omogenee la minore molliplicala quanto 
basta deve alla fine superare la maggiore *, è questa proprietà 
appartenendo esclusivamente alle grandezze omogenee, è stata 
con ragione da alcuni matematici adottata per carattere distinti- 
vo di quelle grandezze. 

174. Pefmzione I. Tra due grandezze omogenee disuguali, la 
maggiore si dice moltiplice della minore, quando la minore presa 
piu volte eguaglia là maggiore. 

j’- JI- PO’fte aliquota^ o «ummo/^tpltcesidice la mi- 

nore di due grandezze omogenee disuguali , allorché può esser 
contenuta un certo numero di volte esattamente nella maggiore. 

176. Definizione UI. Parie aliqucmta si dirà quella grandezza 
minore , che non può essere contenuta un certo numero di volte 
esattamente nella maggiore. 

177. Deflnixione IV. S’iiitende per comune misura di due gran- 
dezze omogenee una grandezza omogenea con le prime due, ed 
aliquota di ciascuna di loro. 

178. Se dunque una grandezza D è una comune misure di due 
altre grandezze A e B, ogni parte aliquota di D sarà ancora una 
comune misura di A e B. 

Inoltre è manifesto che se D è comune misura di A, e di una 
sua parte, lo sarà ancora della rimanente parte. 

179. Definizione V. Due grandezze omogenee si dicono commen- 
surabili fra loro, quando hanno una comune misura. 

180. Per esempio, una linea di 23 palmi ; ed una di 10 sono 
grandezze commensurabili, perchè hanno per comune misura una 
linea di 5 palmi, la quale è parte aliquota di ciascuna di loro, en- 
trando il 5 esattamente cinque volte nel 25, e due volte nel 10. 
Così pure una linea di 10 palmi e mezzo, ed una di 1 palmo sono 
commensurabili tra loro, perché hanno per comune misura una li- 
nea di un mezzo palmo. Sicché i numeri interi e fratti sono quan- 
tità commensurabili, perchè hanno per comune misura l’unità, o 
una parte di essa. Quindi si deduce che sono commensurabili fra 
loro quelle grandezze omogenee , le quali si possono esprimere 
con numeri interi, o fratti. 

181. Definizione VI. Due grandezze omogenee si dicono incom- 
mensurabili, quando non hanno una comune misura. 

182 Appartengono a questa specie di grandezze le radici qua- 
drate o cubiche de’ numeri, che non sono quadrati o cubi perfetti, 
perchè si dimostra nell’Ariimetica che esse non si possono espri- 
mere esattamente nè con numeri interi, nè con numeri frazionarii, 
ma blamente si può assegnare il loro valore con quella approssi- 
mazione che si vuole. Epperò le radici accennate non possono ave- 
re per comune misura l’unità, o una parte dell’unità, comunque 
si voglia piccola. 

185, Definizione VII. Ragione o rapporto di due grandezze o- 
mogenee A e B dicesi il quoziente, che si ottiene dividendo l’ima 
l>er l’altra. 
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184. Per esempio, la ragione di 30 a G ò 30/G , ovvero 5 perchè 
5 è il quoziente di 30 diviso per G. 

Reciprocamente la ragione di G a 30 è G/30, ovvero 1/3, ed in 

A 

generale la ragione di À a B sarà espressa da A : B, oppure da — 

B. 

183. Da ciò si deduce che la ragione di due grandezze omoge- 
nee è un numero, o una frazione, di cui i termini sono espressi 
dai numeri delle misure comuni contenute nelle due grandezze 
accennate, allorché sì paragonano l’una con l’altra. 

Abhenchè la frazione, dì cui è parola, non possa esprimersi e- 
sattamente nel caso del rapporto incommensurabile, perche niuna 
frazione può esprimere esattamente un rapporto incommensura- 
bile, pure essa esiste, dappoiché come più sopra abbiam detto, si 
può assegnare il valore di un numero incommensurabile, come sa- 
rebbe, per esempio, la radice quadrata di 2, con quella approssi- 
mazione che si vuole. 

186. Vefiniiione Vili. Le due grandezze omogenee che si para- 
gonano fra loro diconsi termini della ragione, ed il primo ter- 
mine si chiama ^decedente, il secondo consejMCTite. Cosi nella ra- 
gione di A : B rantccedente è A, il conscguente è B. 

187. Unaraiiioncnonmulaialore,quatido si nwlliplicano, o si 
diiidano i suoi termini per la stessa quantità. 

Perocché, una ragione equivale ad una frazione, e si sa che una 
frazione non cambia valore quando i termini di essa si moltipli- 
cano, osi dividono per un medesimo numero. Quindi la ragione 
dì 30 : G è la stessa che quella di 60 : 1:^, di 13 : 5-, ed in generale 
la ragione di A : B equivale a quella di nA : nB, indicando con n 
un numero qualunque. 

188. Dalla proposizione precedente s’inferisce che 

La ragione di due numeri cominnati con frazioni in qualunque 
snodo, si può sempre ridurre a quella di due numeri interi. 

Abbiasi, per esempio, il rapporto di 8: 3/4. Riducendo l’intero 
8 ad una frazione che ha per denominatore 4 , il rapporto accen- 
nato sarà eguale a quello di 32/4 : 3/i, ovvero a quello di 52 : 3. 

Se il rapimrto dato fosse di una frazione ad un’altra, o di una 
frazione ad un intero e frazione, è manifesto che in ogni caso si 
potrà ridurre al rapporto di due frazioni, le quali hanno lo stesso 
denominatore; per conseguenza a quello di due numeri interi. 

189. Essendo la ragione il quoziente che si ottiene divide ndo 
una grandezza per un’altra dello stesso genere, si dovranno con- 
siderare come evidenti le proposizioni seguenti. 

1° Le grandezze che hanno la stessa ragione ad una sola e 
medesima grandezza, oda grandezze eguali, sono eguali fra loro. 

2° Le grandezze eguali hanno una stessa ragione ad una sola e 
medesima grandezza. 

3° Le grandezze alle quali una sola e medesima grandezza ha 
una stessa ragione, sono eguali. 
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4. Se due grandezze si paragonano ad una terza , la maggiore 
sarà quella che vi avrà una maggiore ragione, e viceversa, se una 
grandezza si paragona a due grandezze disuguali, essa avrà mag- 
gior ragione alla grandezza minore. 

3. Le ragioni eguali ad una stessa ragione, o a ragioni eguali, 
sono eguali fra loro. 

190. I termini di una ragione essendo espressi dai numeri delle 
comuni misure contenutenelle due quantità che si paragonano, ne 
consegue che per avere la frazione, la quale esprime il rapporto 
di due linee, basta trovare la comune misura di queste medesime 
linee. Questa ricerca è assai importante, perchè, comesi vedrà in 
appresso, il rapporto di due superficie, ed anche quello di due 
solidi si può sempre ridurre al rapporto di due liuee*, ed è questo 
uno dei più belli r>sultamenti della geometria. 

PROPOSIZIONE XLIX. — PROBLEMA. 

191 . Trovare la comune misurai se d» due rette terminate 
AB, CD ( fig. 46 ). 

Sol. Se si applica la reità minore CD sopra la maggiore AB 
quante volte si può, due casi potranno avvenire: o vi sarà conte- 
nuta esattamente un certo numero di volle, o vi sarà un resto mi- 
nore di CD. 

Nel primo caso sarà CD la comune misura richiesta, e l’opera- 
zione sarà terminata. 

Nel secondo caso supponiamo che CD sia contenuta in AB 2 vol- 
te con un resto B' B minore di Cl), si avrà 
AB=2xCDfB' B. 

Or dico che se ài è la comune misura di .AB , e CD, la .stessa M 
sarà comune misura di CD e B' B. Infatti essendo M comune mi- 
sura di AB e CD, lo sarà ancora di AB e di 2xCD , vale a dire 
di AB, e di una sua parte*, per conseguenza lo dovrà essere anco- 
ra deH’allra parte B' B(ii. 178). Quindi tanto sarà trovare la co- 
mune misura di AB e CD, quanto sarà trovare la comune misura 
di CD e B'B. 

Si applichi adunque B'B sopra CD, e se B'B si contiene esatta- 
mente in CD , sarà B'B la comune misura richiesta. Nel caso 
contrario si avrà un resto , che si porterà sopra B'B e si conti- 
nuerà in tal guisa a paragonare ciascun resto col resto precedei!- ' 
te, finché si arrivi a trovare un resto che sia contenuto esattamen- 
te nel resto precedente, ed allora questo ultimo resto, siccome più 
sopra si è dimostrato, sarà la comune misura delle due rette date. 

11 che bisognava fare. 

192. Scolio 1. £ facile calcolare quante volte l’ultimo resto, va- 
le a dire la comune misura, considerata come unità, è contenuta 
in ciascuna delle due rette date AB, CD (fig. 46). 

Per esempio, supponiamo che CD sia contenuta 2 volte in AB 

0 
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con un resto B'B, e questo 1 volta in CD con un resto FD; il qua- 
le sia contenuto 1 volta in B'B con un resto EB *, e finalmente cho 
EB sia contenuto in FD 3 volte esuttumentc: sarà EB la comune 
misura delle duo linee AB, CD. 

Ciò premesso, si faccia BE=1 , sarà FD=9 y B'B=5, CD=5, 
e finalmente AB= i3. Quindi il rapporto di AB a CD sarà eguale 
al rapporto di 13 : 5, vale a dire che se la linea CD si prende per 
unità, la linea AB sarà 13/3 di CD, e viceversa se s' prende AB per 
unità, la linea CD sarà V15 di AB. 

193. Scolio 11. È manifesto che un arco di cerchio AE ( fig. 2 ) 
può essere applicalo sopra un arco di cerchio AF dello stesso rag- 
gio come una linea retta sopra una linea retta. Quindi se gli archi 
AF, AE sono commensurabili, si potrà trovare la loro comune mi- 
sura col procedimento indicato nel problema precedente, e si po- 
trà esprimere in numeri il loro rapporto.Vedremo in appresso che 
un siffatto rapporto è uguale a quello degli angoli ACF, ACE ; e 
per conseguenza se due angoli sono commensurabili , si può tro- 
vare la loro comune misura, ed avere l’espressione numerica del 
loro rapporto. 

19-1. Scolio III. Applicando lo stesso procedimento a due linw 
qualunque può accadere che non si trovi mai un resto , che sia 
contenuto esattamente nel resto precedente ; allora le linee noa 
hanno comune misura, o sia sono incommensurabili ( n. 181). La 
ricerca del rapporto della diagonale al lato del quadrato, di cui ci 
occuperemo or ora, non solo offre un esempio della esistenza del- 
le linee incommensurabili, ma fa conoscere che il procedimento 
soprannomminato è geometrico, e non meccanico, come potrebbe 
sembrare a prima vista. 

PBOPOSIZIONE L. ^ LEMMA ('). 

• 195. In m triangolo rettangolo isoscele BAC , se si divida in 
due parti eguali un angolo acuto ABC per mezzo della retta BD , 
e dal punto D conduca DE parallela e DF perpendicolare 
alla base BC , » triangoli EAD , DFC saranno isosceli ed eguali 
(fig. 47> 

Bim. Infatti il triangolo ABD è uguale al triangolo BFD, per- 
chè il lato BD è comune, l’angolo retto BAD è uguale all’ angolo 
retto BFD, e l’angolo ABD=l)BF per costruzione, per conseguen- 
za ( n. 81. ) sarà il lato AD=DF ed il lato AB=BF. Or essendo 
DE parallela a BC , l’angolo esterno AED sarà eguale aU’interno 
opposto ABC, e così pure sarà l’angolo ADE=ACB. Ma 1’ angolo 


(*) I nnmerl che sono preceduti da asterischi, ai possono tralasciala ìb 
■ ma prima lettura, coma fu già arrartito in una nota alla pag. 31, 
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ABC=ACB, perchò il Iriangolo ABC è isoscele, dunque sarà a ii- 
coru isoscele il triangolo AEu -, e sarà di più eguale al triango lo 
DFC; dappoiché il lato DF=A0, come si è già dimostrato , l’an- 
golo FCl)=ADE e l’angolo retto l)FC=DAE ( n. 81 ). Il che biso- 
gnava dimostrare. 

• 196. Corollario. Essendo isosceli ed eguali i triangoli AED, 
DFC, si avrà DF=FC=AE=At> , e sarà inoltre ED=bC, ma DO 
=EB, dunque sarà anche E0=EB. 

• 197. Scolio. Seia costruzione indicata nel lemma precedente 
si applica al triangolo E \D, cioè si divida l’angolo AED in due 
parli eguali per mezzo della retta EH, indi si conduca HO jierpen- 
dicolare, e HL parallela ad ED, si dimostrerà come piu sopra che 
AE=EO, AH=HO, il triangolo ALH eguale al triangolo 1100, 
ccc...l.a stessa costruzione si potrebbe applicare al triangolo ALH, 
indi al triangolo seguente, e cosi aU’infinito. 

PBOPOSIZIONE LI. — PROBLEMA. 

• 198. Trovare il rapporto della diagonale al lato del quadrato 
(fig. 47). 

Soluiione. II triangolo rettangolo isoscele ABC potendosi consi- 
derare come la metà di un quadrato (n. 157), sarà BC la diago- 
nale, ed AB, opure AC, un lato di questo quadralo. 

Ciò premesso; si porti il lato AB sopra la diagonale BC del qua- 
drato proposto ; ed essendo AB=BF, il lato AB sarà contenuto 
una sola volta nella diagonale col resto FC, che sarà minore di AB, 
perchè FC=AD, ed AD è parte di AG=AB. Si porti nuovamente 
il resto FC sopra AB. Essendo ABcomjKista di aE e di EB o ciò 
che vale lo stesso di AE e di ED, ed essendo AE=OE, la retta AB 
conterrà due volte la retta AE con un resto OD minore di AE, os- 
sia conterrà due volle il primo resto FC con un secondo resto OD 
minore di FC. Se questo secondo resto OD si porli sopra FC ov- 
vero sopra AE si dimostrerà similmente che vi è contenuto duo 
volte con un resto GH minore di OD; ed il paragone successi vo dei 
residui ognora più piccoli dovendo dare sempre lo stesso risulta- 
mento, perchè i triangoli rettangoli isosceli AED, .AWI, ecc... con 
le rispettive costruzioni in essi eseguite, sono tutti nelle identi- 
che condizioni del primo triangolo ABC, ne segue che l’operazione 
non avrà mai fine , e si potrà arrivare ad un resto tanto piccolo 
quanto si voglia, senza che sia contenuto mai esattamente nel re- 
sto precedente. Laonde la diagonale BC, ed il lato AB del quadra- 
to non potranno mai avere una parte aliquota comune per quanto 
si voglia piccola ; e per conseguenza sono incommensurabili fra 
loro ^n. 181). Il che bisognava fare. 

• 199. Scolio I. Non è dunque jxissibile di esprimere per mezzo 
di numeri 11 rapporto esatto della diagonale al lato del quadrato; 
ciò non ostante si può sempre assegnarlo con quella approssima- 
zione che si vuole. 
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Infatti la prima operazione ha dato 1 per quoziente, la seconda 
ha dato 2, e si è dimostrato che tutte le altre all’ influito daranno 
sempre 2, per conseguenza si potrà formare una frazione continua 
la quale sara 

2-+1 



2 ece., airinGiiito. 

Ciò posto supponiamo che questa frazione sia stata calcolata si- 
no al quarto termine ìnclusivamente, si troverà il suo valore eguale 
ad t-i-12/29 ovvtro a 41/29.Sicchè il rapporto approssimato della 
diagonale al lato del quadrato equivale a quello di 41 a 2u L’ap- 
prossimazione si potrà spingere tanto quanto si \uole calcolando 
un maggior numero di termini. 

Noi vedremo in appresso che facendo il lato del quadrato AB= 
1, la sua diagonale sarà espressa dalla radice quadrata dì 2, che si 
scrive.!/ a. Quindi il rapporto della diagonale al lato del quadrato 
è 1/ a : 1, il quale rapporto è un limite, cui continuamente si ac- 
costano , senza raggiungerlo mai . tutti i moltiplici e successivi 
rapporti che possono formarsi colla frazione continua mentovata, 
ecoiriinità. 

* iOO.Scolio lI.Da quanto precede apparisce chiaramente che la 
circostanza di non potersi assegnare il preciso valore di un rappor- 
to incommensurabile non cambia la natura di un tal rapporto , il 
quale dovrà sempre considerarsi come il quoziente di una divisio- 
ne; o come una frazione di cui i termini sono espressi da numeri 
incommensurabili fra loro. 

Quindi si deduco che ogni grandezza può ridursi a numero, pa- 
ragonandola ad un’altra della stessa specie presa per unità; dapjwi- 
chè sarà espressa o da un numero intero, o da un numero frazio- 
nario. o da un numero incommensurabile , stante che il numero 
non è tanto la collezione di più unità, quanto il rapporto astratto 
di qualsivoglia grandezza ad un’altra della stessa specie che si 
prende per unità; dimodoché non si può avere idea compiuta del 
numero senza che si abbia prima idea del rapporto. 

* 201. Scolio HI. I principii sìnora esposti possono condurre 
ad un’altra generalità intorno al modo di considerare la ragione 
geometrica. Si è veduto (n. 192) che il rapporto di due grandez- 
ze commensurabili si può ridurre a quello di due numeri con cer- 
care la comune misura fra esse ; e che questo procedimento si 
applica anche alle grandezze incommensurabili (n. 199), con la sola 
differenza che l’operazione non ha termine. Dunque, uno è il modo 
di ridurre il rapporto di due grandezze qualunque al rapporto di 
due numeri interi, cioè quello di cercare la comune misura fra le 
due grandezze: o l’operazione ha termine o non ha termine , ma 
iiell’uiiu e nell’altro caso il rapporto potrà sempre essere espres- 
so per mezzo dì una frazione continua, che avrà per denominatori 
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i (luozictili delle successive divisioni eseguite per la ricerca della 
comune misura (n. 199). Se le grandezze sono commcnsurabiU fra 
loro, la frazione continua potrà ridursia frazione ordinaria, è quin- 
di il rapporto delle due grandezze proposte sara espresso da quello 
di due numeri interi (n. 192), e se le grandezze sono incommen- 
surabili, la frazione continua non avendo termine, non vi sarà al- 
cuna frazione ordinaria che possa esprimerla esattamente, ma es- 
sa potrà essere rappresentata da una infinilà di frazioni ordinarie, 
le quali secondo che si prenderà un numero maggiore di termini 
della (razione continua, si approssimeranno di più in piu al suo 
vero valore, sino a differirne per una quantità minore di qualun- 
que data. 

DELLA PBOPOBZIONE 

202. l'efini-.xone 1. La proporzione è l’uguaglianza di due ra- 
gioni. 

Cosi essendo 2 il rapporto di 20 a 10, come pure di 12 a 6, i 
numeri 20, 10, 12 e G formeranno una proporzione, che s’indica 
in questo modo, 20: 10 ; I 12: C, c si enuncia dicendo 20 sta a lo 
coinè 12 sfa a G. 

In generale se quattro grandezze A, B, C, D sono in proporzione 
siscriverà per indicarla. 

A:B;:C:D. 

203. Dunque in ima proporzione esistono quattro termini, cioè 
due antecedenti A e C e due conseguenti B e D. I termini a, e D 
diconsi termini estremij B e C sono ì termini medii. L’ ultimo ter- 
mine D considerato separatamente chiamasi quarto proporzionale. 

204. Definizione II. La proporzione si dice continua, allorché 
i due termini medii sono eguali, tale sarebbe 8: 4 ; : 4: 2, ed in 
generale 

A;B::B:C, 

E ^icliè la proporzione continua consiste propriamente in tre 
termini, è addivenuto che si scrive anche in questo modo 

fr A : B ; C, 

Da ciò è derivato che il secondo termine chiamasi medio pro- 
porzionale, perchè fa da conseguente nella prima ragione e da 
antecedente nella seconda; e che l’ultimo termine C si dica terzo 
proporzionale. 

205. Polendo ogni ragione esser rappresentata da una frazione, 
ne segue che la proporzione corrisponde all’eguaglianza di due 
frazioni. E poiché la ragione di due quantità è un nnmero astrat- 
to, la proporzione consisterà sempre nell’eguaglianza di due nu- 
ineri astratti. Quindi abbenché i termini di una medesima ragione 
sieno necessariamente omo$enet,nondimeno non é necessario che lo 
sicno tutti quattro i termini di una proporzione ma i termini della 
prima ragione potranno essere eterogenei con quelli della seconda; 
in guisa che i termini della prima ragione possono essere, per e- 
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scmpio , duo lince , e quelli della seconda due superficie , o 
due solidi. 

80G. Da quanto precede apparisce chiaramente che l’ ordine di 
grandezza de’termini della prima ragione dovrà essere lo stesso 
di quello dei termini della seconda ragione; e però se in nna pro- 
porzione il primo termine è maggiore, minore, o eguale al secon- 
do, ancora il terzo sarà maggiore, minore, o eguale al quarto. 

Si deduce ancora che se in una proporzione i conseguenti sono 
eguali, saranno pure eguali gli antecedenti; e rcciprocamenle se 
sono eguali gli antecedenti, saranno ancora eguali i conseguenti. 

207. Vefiniiione III. Se quattro grandezze A, B, C, D formano 
una proporzione secondo l’ordine con cui sono nominate, cioè sia 

A : B:: C: D 

Si dira che la ragione di A: B è diretta della ragione di C: D o 
pure che le grandezze A c B sono proponionali alle grandezze C 
c D. Ma se 

A : B ; : D ; C, 

in tal caso si dirà che la ragione di A: B è inversa, o reciproca 
della ragione di C: D, o pure che le grandezze A e B sono inversa- 
mente, 0 reciprocamente proponionali alle grandezze C e D. 

208. Per esempio, se fossero dati i numeri 7, 14, 12, 6 non si 
potrebbe formare con essi una proporzione disponendoli nell’ordi- 
ne con cui sono nominati, perchè la ragione 7: 14 non è uguale 
alla ragione 12: 6, ma alla ragione inversa, o reciproca dì 12: 6, 
vale a dire a quella di 6: 12. Quindi si dice che i numeri 7, e 14 
sono reciprocamente proporzionali ai numeri 12, c 6, stante che 
volendo stabilire fra essi la proporzione convien fare una inversio- 
ne ne’termini della seconda ragione, cioè mettere il conseguente 
in luogo dell’antecedente, c questo in luogo di quello. 

209. Ogni ragione potendo rappresentarsi per mezzo di una fra- 
zione, è chiaro che se una ragione 7: 14 è maggiore di un’altra 
7 : 15, l’inversa della prima 14: 7 sarà minore della inversa della 
seconda 15: 7, e viceversa. 

PBOPOSIZIONE Lll. — TEOREMA. 

210. Se quattro grandezze commensurabili A , B , C, D sono 
proponionali, cioè A : B ;; C : l) , t7 prodotto de' termini estre- 
mi sarà eguale a quello de' termini medii. 

Dim. Infatti essendo per ipotesi la ragione A: B eguale alla 
A C 

ragione C; D, le frazioni — , — saranno ancora eguali fra loro 

B D 

( n. 185 ). Ma quando due frazioni eguali si riducono allo stesso 
denominatore, i numeratori delle nuove frazioni sono eguali; dun- 
que se si riducono le due frazioni accennate allo stesso denomina 
tore, i numeratori AxD, e BxC, che ne risultano, saranno e- 
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giiali fra loro; e però il prodotto de’ termini estremi sarà eguale 
a quello de’ medii. Il che bisognava dimostrare. 

2U, Corollario \. Quando la proporzione è continua, vale a 
diro 

Si dimostra come sopra che il prodotto AxC de’ termini estremi 
è uguale al prodotto BxB de’ termini medii. Ma siccome si è chia- 
mato quadralo il prodotto di due fattori eguali, cosi si dice che 

In ogni proporzione continua il prodotto de' termini estremi è «- 
quale al quadralo del termine medio. 

In luogo di BxB si scrive per brevità B*, che si pronunzia di- 
cendo B due, 0 pure B quadrato. La cifra 2 serve ad indicare il 
numero de’ fattori eguali. 

212. Corollario II. Essendo dati due numeri, per esempio 8 e 

2, sarà facile trovare fra essi il medio proporzionale x , poiché il 
quadrato di x sarà eguale al prodotto 8x2, ossia 16 ; e per con- 
seguenza X sarà eguale alla radice quadrata di 16, ossia 4. In ge- 
nerale se B, e r sono due numeri dati , il medio proporzionale x 
fra questi numeri sarà ' 

X~Y^ Ilxr. 

213. Scolio I. La reciproca della proposizione precedente è ma- 
nifesta, vale a dire 

Se quattro grandezze commensurabili A, B, C, D som tali che il 
prodotto AxD delle due estreme i uguale al prodotto BxC delle 
due medie, esse grandezze saranno proporzionali, cioè si avrà 
A : B : : C : D. 

211. Scolio IL Quindi si vede che se il prodotto di due gran- 
dezze è uguale a quello di due altre, si potrà passare dalla egua- 
glianza alla proporzione con disporre le quattro grandezze per 
modo che i fattori di un prodotto figurino da termini estremi, ed i 
fattori dell’altro prodotto da termini medii della proporzione. Sic- 
ché si dovrà scrivere prima uno de’fattori del primo prodotto, poi 
ambidue i fattori del secondo, e finalmente il rimanente fattore del 
primo prodotto. 

213. Scolio III. Da siffatta disposizione si rende manifesto che 
la ragione dt’ fattori A, C non é uguale alla ragione de’ fattori D, 
B, ma alla ragione inversa di questi. Inoltre ahbenché la ragione 
A : D de’ fattori del primo prodotto non sia eguale né alla ragione 
diretta, né alla inversa B : C de’fattori del secondo prodotto, non- 
dimeno per comodità si dice che 

Quando il prodotto di due grandezze eguaglia il prodotto di due 
altre, i fattori del primo prodotto sono reciprocamente proporziona- 
li ai fattori del secondo. 
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PROPOSIZIONE LUI. — TEOREMA. 

• 216. Se quattro grandezze incommensurabili A , B, C, D sono 
propor lionali^ cioè A . B ; ; C ; D, il prodotto de' termini estremi 
sarà eguale al prodotto de' termini tncdii. 

Dim. Imperocché i rapporti incommensurabili A ; B, e C : D, 
possono esser espressi ciascuno da una frazione continua che non 
ha termine (n. 201), e siccome essi rapporti si suppongono egua- 
li, così devono essere anche eguali , anzi identiche le frazioni 
contìnue corrispondenti. Da ciascuna di tali frazioni si potrà poi 
formare una serie di frazioni ordinario, ossia di rapporti fra nu- 
meri interi, i quali da principio dìfTeriscono di una quantità finita 
dai rapporti dati A : B, e C : P, ma poi andranno sempre più av- 
vicinandosi a tali rapporti siuo a differii ne di una quantità minore 
di qualunque assegnabile.'lnoltre, in virtù deU’eguagUanza delle 
frazioni continue, saranno eguali fra loro quelle frazioni ordina- 
rie, o rapporti in numeri interi, che si ottengono da un cgual nu- 
mero dei termini delle medesime fnizioni continue. 

Ciò premesso, supponiamo, per fissare le idee, che il rapporto 
A 

— sia espresso dalla frazione continua, di cui si è parlato più so- 
B 

pra (n. 199), cioè 
A 

sia — = 1 -I- 1 
B — 

2 1 

2-t-ecc... 

Prendendo i primi quattro termini di questa frazione possiamo 

41 A 

mettere la frazione ordinaria — in luogo di — .Se dunque si di- 

29 B 

vida B in 29 parti eguali, e si chiami m una di queste parti, \ do- 
vrà contcnfcre41 di queste medesime parti con un resto minore di 
m. Se poi si prendano cinque termini della fr.izlone continua ac- 

A 99 

cennata, si potrà in luogo di — mettere la frazione —, e quindi 

B 70 

dividendo B in 70 parti eguali, e chiamando n una di queste par- 
ti, A dovrà contenere 99 di queste medesime parti con un resto 
minore din. Or siccome si possono prendere della frazione con- 
tinua quanti termini si vogliono, cosi è manifesto che in luogo di 

A A' 

— si può mettere una frazione — , nella quale A’ differisce da A 

B B 

di una quantità minore di qualunque assegnabile. Parimente in 
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luogo di — si potrà mettere una frazione — , in cui C' differisce 
n D 

da C di una quantità minore di qualunque assegnabile. Ora essen» 
A' C' 

do eguali i rapporti — e — , ossia essendo A' ; B ; ; C' : D, ed 
B D 

essendo queste quantità commensurabili, sarà (n. 210 ) A'xD= 
BxC'. 

Oin posto, se AxD non è ugnale a BxC, supponiamo che sia 
maggiore, o sia K la differenza. E poiché v' può differire da A di 
una quantità minore di qualunque assegnabile, ne segue che il 
prodotto A'xD può differire dal prodotto Axl) di una quantità 
minore di K , ed allora A'xD sarebbe maggiore di BxC. Ma 
A'xD=BxC* , dunque ancora BxC' sarebbe maggiore di 
BxC : il che non può sussistere, essendo C' minore di C ; e per 
conseguenza non può essere AxD maggiore di BxC. Nello stesso 
modo si dimostra che non può essere minore , dunque Axl>=: 
BxC. Il che bisognava dimostrare. 

• 217. Scolio I. La moltiplicazione di un numero commensura- 
bile per un numero incommensurabile è nel fatto ineseguibile , 
perchè un numero incommensurabile essendo un decimale a perio- 
do infinito non si può paragonare all’unità, e però manca il mo- 
dulo per valutarlo esattamente. Per esempio , la moltiplicazione 
effetti' a di qualunque numero intero o fratto per [/ a sarà som 
pre ineseguibile, perchè in luogo di questo numero incommensu- 
rabile non si può mettere che un valore più o meno approssimato 
al vero valore, il quale è un limite , di cui non si può avere l’e- 
spressione esatta in quantità finite. Lo stesso dovrà dirsi del pro- 
dotto di due numeri incommensurabili, eccetto alcuni casi parti- 
colari, ne’ quali il prodotto si ottiene in quantità fini^come av- 
viene per esempio quando si moltiplica |/a peri/ *> 

cn^il prodotto è % e cosi pure allorché si moltiplica [/Tper 
j/ 8, il prodotto è 1/ lo, ossia 4. Ma in generale la moltiplicazio- 
ne di fatto de’ numeri incommensurabili si riduce ad un approssi- 
mazione, che potrà spingersi tanto quanto si voglia e ciò basta 
nelle applicazioni,dove un'approssimazione indefinita, e ad arbitrio 
del calcolatore equivale edVesattezza. 

* 2i8. Scotio 11. Le considerazioni precedenti servono a far co- 
noscere in che consiste il prodotto de’ numeri incommensurabili; 
ma quello che merita maggior attenzione si è che nell’applicare la 
teorica delle ragioni e proporzioni alla geometria si ha bisogno 
soltanto di esser certi che in ogni proporzione il prodotto de’ ter- 
mini estremi è uguale al prodotto de’tefminì medii; poiché non vi 
è bisogno di fare la moltiplicazione effettiva de’ termini accennati, 
bastando il solo teorema per dimostrare a rigore le verità geome- 
triche. Quindi svaniscono tutte le difficoltà che potrebbero insor- 
gere nell’applicazione della teorica mentovati alla geometria; dif- 
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ficollà che a torlo sono state dichiarate insuperabili da alcuni ma- 
ipjnatici. Resterà solamente oscuro il concetto ste'so delle gran- 
dezze incommensurabili, ma questa oscurità è inerente alla natura 
del soggetto, nè vi è mudo di evitarla, perchè, come già si è ve- 
duto, nel passare dal commensurabile airincommensurabile s’in- 
contra sempre l’ideu deiriniìnìto, la quale essendo idea negativa 
sarà sempre oscura. 

FROPOStZIONE LIV — TEOREMA. 

219. Se quattro grandette sono proporiionaU , permutando 
saranno ancora proporzionali. 

llitn. Sieno proporzionali le quattro grandezze A, B, C, D, in 
guisa che abbiasi A : B : ; C : U, dico che permutando saranno 
a ncora pro| orzionali, cioè si avrà A; C ; ; B ; D. 

Infatti essendo per ipotesi A ; B ; ; C : D , sarà ( o. 210 ) 
Axl)=-BxC; ma il prodotto BxC è uguale al prodotto CxB , 
dunque si avrà AxO— CxB; e |>assando da questa uguaglianza 
alla proporzione ( n. 214 ) ne risulterà 
A : C ; : B : D. 

Il che bisognava dimostrare. 

220. Scolio, il permutando consiste adunque nei paragonare 
in una proporzione gli antecedenti fra loro, ed i conseguenti fra 
loro. 

221. r orollario. La proporzione A: B I ; C: D non si altera , 
se si moltiplicano, o si dividono per un medesimo numero i due an- 
tecedenti, oi due conseguenti. Infatti permutando si avrà A: C I I 
B; 11; ma la ragione A: C non cangia di valore, allorché si mol- 
tiplicano, 0 si dividono per lo stesso numero n i suoi termini, dun- 

A C 

que sarà n.\ : «C : : B : D, e— : — ; ; B : D , e permutando di 

n n 

nuovo in queste due proporzioni, apparirà chiara la proposizione 
enunciata. 

PROPOSIZIONE LV. — TEOREMA 

222. Se quattro grandezze sono proporzionali , invertendo , sa- 
ranno ancora proporzionali. 

A'm. Sieno proporzionali le quattro grandezze A, B, C, D, in 
guisa che abb asi A: B I : C: D , dico che invertendo saranno an- 
cora proporzionali, cioè si avrà B: A ; ; D: C. 

Imperocché essendo per ipotesi A: B : : C: D, sarà ( n. 21 q ) 
AxD= BxC, oche vale lo stesso BxC=axD; e però passando 
da questa uguaglianza alla proporzione si avrà 

B: A ; : l); C. 

il che bisognava dimostrare. 
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Scolio I. Da questa proposizione apparisce die Vincer lendo 
si riduce a mettere in una proporzione i conseguenti in luogo de- 
gli antecedenti, e reciprocamente. 

22 1. Scolio 11. In generale si potranno fare nell’ordine de’ ter- 
mini d’una proporzione tutt’i cambiamenti, che si vorranno, pur- 
ché il prodotto degli estremi rimanga eguale a quello de’ medii. 

PROPOSIZIONE LVI. — TEOREMA. 

225. Se quoMro grandezze sono proporzionali., in guisa che cdìbia- 
« A : B ; : C : D, sarà componendo A -f-B : B ; ; C -f- 1) ; D, c di- 
videndo A— B : B ; : C — D : D. 

Dtm. Si suppone che gli antecedenti A e C sieno maggiori dei 
conseguenti B e D ; poiché se fosse altrimenti si farebbe prima 
l’invertendo, e si considererebbero come antecedenti i termini B 
e D Ciò premesso. 

1° Essendo la ragione di A a B espressa dalla frazione », e ' 

C B 

la ragione di C a D dalla frazione se si aggiunga ad ambedue 

, A C A 

l’unità, sarà ig-i- 1 uguale a ^ -t-1. Or e evidente che ■g 1 e- 

À B 

quivalead? -t- — , poiché ogni grandezza divisa per se stessa 

“ ® C CD 

deve dare l’unità : parimente *5 * equivale a ^ H- : se 

dunque si faccia la somma delle due prime frazioni , c quella delle 
A — B C — 1- D 

due seconde, sarà eguale a , vale a dire la ragione 

B D 

di A-(-B a B è uguale alla ragione di C-i-D a D, onde si avrà, 

A-t“B : B * I C-l~l) : D. 

2° Se invece di aggiungere si sottragga l’unità dalle due fra- 

A C 

zioni — , e — *, indi in luogo dalla somma si faccia la sottrazione 
6 D 

A — B C — D 

delle frazioni che ne risultano, si avrà — — • uguale a , 

B D 

vale a dire sarà 

A— B: B : : C-D : D. 

Il che bisognava dimostrare. 

226. Scolio. È facile vedere che il componendo riduccsi a para- 
gonare la somma dell’antecedente e del conscguente allo stesso 
conseguente. Potrebbe ancora il componendo consistere nel para- 
gonare la somma dell’antecedente e del conseguente allo stesso an- 
tecedente. 
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Il dividendo poi si riduce a paragonare l’eccesso dell'anteceden- 
te sul conseguente allo stesso conseguente. Si potrebbe ancora pa- 
ragonare l’antecedente all’eccesso dello stesso antecedente sul con- 
seguente, che gli antichi chiamavano convertendo^ ma questa de- 
nominazione non è più adoperata dui matematici moderni. 

PROPOSIZIONE LVll. — TEOREMA. 

227 Se due proportionx hanno gli stessi antecedenti, i conse- 
guenti saranno fra loro rispettù amente proporiiowdi. 

Dim. Sieno le due proporzioni A : B : : C ; D, ed A : E ; : C ; F. 
Dico che sarà 

B : D : : E : F. 

Infatti le due proporzioni proposte danno permutando 
A : C : : B : D, ed A : C ; : E : F; 
per conseguenza la ragione di A a C è uguale tanto alla ragione 
di B a D, quanto alla ragione di E a F : ma due ragioni eguali ad 
una terza sono eguali fra loro, dunque sarà 
B : D : : E : F. 

Il che bisognava dimostrare. 

228. Corollario. Se due proporzioni hanno gli stessi conseguen- 
ti, gli antecedenti saranno fra loro proporzionali; poiché inverten- 
do, i conseguenti divengono antecedenti, e reciprocamente. 

PROPOSIZIONE LVIII. — TEOREMA 

229. Se tregrandesie sono proporzionali a tre altre, e fra le pri- 
me la sonana di due eguaglia la terza , lo stesso accoderà in corri- 
sponden-.a fra le seconde. 

Dim. Sieno le tre grandezzn A, B, C proporzionali alle tre al- 
tre a, b, c, dimodoché si abbia 

k.B-.C:: a:b:c, 

ossia A:B;;a:6, B;r, :;6:c, A:C ::a:cj dico che se 
A-i-B=r, sarà pure o-*-é=c. 

Infatti, dalla proporzione X ; B ; ; « : 6, componendo ed inver- 
tendo si ottiene A : A -t- B ; ; a ; a-i-ft. Ma questa proporzione ha 
gli stessi antecedenti dell’altra \ : Cl a : c, dunque i conseguen- 
ti saranno in proporzione, cioè sarà Àh-B : a -i- 6 : 1 C -, c. Or iti 
questa proporzione essendo per ipotesi gli antecedenti eguali do- 
vranno esserlo ancora i conseguenti, e quindi si avrà a -H à = c . 
Il che bisognava dimostrare. 

BROPOSIZIONE Ul.— TEOREMA 

230. In ogni proporzione la somma, ola differenza degli antece- 
denti sta alla somma, o alla differenza de’ conscguenti come uno de- 
gli antecedenti al suo consegttente. 
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bim. Sia la proporzioiie A : B ! ; : D, sarà permulaudo A : 

C : ; B ; U. Or se a quest’ullima proporz-one si applichi ilcompo- 
' nendo, ed il dividendo si avrà 

A-f^ : 0 : : B-i-D : D, ed A - C ; C ; ; B - D ; D , e permutando 
si ollerrà in Qoe Ah-C : B-»-D I ; C : 0, ed A — C : B — D I ; C;D. 
Il che biso^va dimostrare. 

PBOPOSIZIONE LX. — TEOREMA. 

251. Se n ha una serie di rapporti eguali, la somma di tulli 
gli antecedenti sta alla somma di tulli t conseguenti come uno de- 
glt antecedenti al suo conseguente, 

bim. Sia A : B : : C ; D : : E : F ; : G : Il , ccc. (>>nsiderando 
solamente i due primi rapporti si avrà la proporzione 
A : B ; ; C ; D. 

dalla quale ( n. 230 ) si deduce 

A-t-C : ; : A : B. 

E poiché il terzo rapporto E : F è uguale al primo A : B, si a'ra 
A-»-C : B-l-l) : E ; F. 

Or se io questa proporzione si faccia la somma degli antecedenti 
e quella de’ conseguenti, ne risulterà 

A -t-C-t-E : B-t-D-t-F : :E : F,o *. I A : B,ecosi in progres- 
so. tl che bisognava dimostrare. 

Velia ragione composta. 

2i2, Una ragione si dice composta di due o più ragioni , quan- 
do Ila per antecedente il prodotto degli anteeedculi di quelle ragio- 
ni, e per conseguente il prodotto de’conseguenti delle ragioni me- 
desime Così, essendo date le ragioni di o : 6, di c : d , e di e : f, 
la ragione composta di queste tre ragioni sarà axcxe : 
bxd^f. (•) 


(*) Consistendo il valore di una ragione nel quoziente che si otterrebbe 
d ividendo renteccdente pel conseguente, si è dato a quel quoziente il nome 
di ezponania, oppure di quuniilà deltu ragione. Quindi è avvenuto che al- 
cuni matematici considerando le ragioni componenti retallvamcnte al loro 
esponenti hanno drBuita la ragione composta nel modo seguente : 

Una ragione si dice esser eomimsla di due o più ragioni, quando la 
quaniità di quella è vi produiio delle quantità di queste nuilliplieate fra 
loro. 

Ma è facile vedere che questa deBoizione è una conseguenza immediata 
delia prima; dappoiché moltiplicando fra loro gli antecedenti delle ragioni 
componenti, ed i conseguenti aelle stesse ragioni anche fra loro , si ven- 

a e e 

gono a moltiplicare fra loro le frazioni — , — , — , che sono appunto gli 

b d f 

esponenti 0 le quantiU delle ragioni accennate. Gli antichi adoperai ano lu 
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_ 233. La ratifione composta di due ragioni eguali dicesi duj^icata: 
si dirà poi triplicata se è composta di tre ragioni eguali ecc. 

PEOPOSIZIONE LXl.— TEOREMA 

254. Se i temurd di um proporzione si moltiplicano p^ i termi- 
ni corrispondenti di un’altra, i quattro prodotti che ne risultano for- 
meranno um nuova proporzione. 

Dim. Sieno le due proporzioni 

A:B::C:D:edE:F::G:H. 

E manifesto die moltiplicando fra loro i termini corrispondenti 
di queste proporzioni, cioè A per E, B per F, C perG, e D per H, 
nasceranno due ragioni composte di eguai numero di ragioni e- 
guali per conseguenza sarà 

AxE : BxF : : CxG : DxH. 

11 che bis(^nava dimostrare. 

235. Scolio, È evidente che il teorema avrebbe luogo anche 
quando le proporzioni date fossero più di due. 

PROPOSIZIONE LXII, _ TEOREMA. 

236. Se ipialtro quantità formano um proporzione, » loro quadra- 
ti 0 1 loro cubi formeranno ancora um proporzione. 

Dim. Sia la proporzione 

c •. . . A;B::C :D. 

se I termini di questa proporzione si moltiplicano per i termini 
corrispondenti di una o due proporzioni identiche alla proporzio- 
ne data, i prodotti, che ne risulteranno, saranno proporzionali . 
in virlu del teorema precedenle. Or essendosi chiamato quadrali 
Il prodotto di due fattori eguali, e cubo quello di tre fattori egua- 
li, ne segue che i termini della proporzione »»si formata saranno i 
quadrati o i cubi de’ corrispondenti termini della proporzione 

A:B::C;D. 

11 che bisognava dimostrare. 

237. Scolio, Sia data, per esempio, la proporzione 2 : 3 * • 4 : 6. 
Elevando a quadrato si avrà 

. , 4:9 : : 16 : 30; 

elevando poi a cubo si avrà 

8 : 27 : ; 64 : 216. 


seconds definizione . perchè non si permettevano di riguardare come nu- 
meri i termini di una ragione; ma abbiam veduto a suo luogo che que- 
Bti termini si possono, anzi si devono considerare come numeri, se si vo- 
gliono conoscere le quantità geometriche come sono effettivamente senza 
orpello o mistero. 

Laonde con Boscovìch, ed altri grandi geometri faremo uso della pri- 
ma definizione in ciò che concerne la ragione composta. 
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PBOPOSIZIONB LXm.—T£OREJfA 

238. Reciprocamente se quattro quantità formano una proporzio- 
ne^ le loro radici quadrate o cubiche formeranno ancora una pro- 
porzione. 

Km. Siano proporzionali le quattro quantità A, B, C, D, e dino- 
tino a, b, c, d, le loro radici quadrate rispettive.Se si nega che sia 
a: b ; : c:d. 
dovrà esser evidentemente 

a :b Ile: e. 

Ma per la proposizione precedente ^ quattro quantità sono in 
proporzione, i loro quadrati formano ancora una proporzione , 
dunque si avrà 

o* : 6* : ; c* : c*. 

Or essendo per ipotesi 

A t B : : G : D i 

ed essendo inoltre 

A=a®, B=è*, C=c*, dovrà essere anche D=e* ^ e per conse- 
guenza sarà e uguale alla radice quadrata di D, ovvero, sarà e=d, 
dal che risulta 

a:b :: c: d. 

Lo stesso ragionamento si applica alle radici cubiche ; dunque 
se quattro quantità sono in proporzione, le loro radici quadrate o 
cubiche formeranno una nuova proporzione. 11 che bisognava di- 
mostrare. 

PROPOSIZIONE LXIV. — TEOREMA. 

239. Se sono date tre quantità omogenee A, B. C, la ragione della 
prima alla terza sarà composta delle ragioni della ^ma alla secon- 
da, e della seconda alla terza. 

Dim. Perocché essendo la ragione di A a B espressa dalla fra- 
A B 

zione — , e la ragione di B a C dalla frazione — , ne consegue 
B - C 

che la ragione composta di quelle due ragioni sarà espressa dal 

A B 

prodotto di quelle due frazioni — x — . Ma questo prodotto è 

B C 

A 

eguale alla frazione —, poiché si può togliere il fattore B comu- 
C 

ne al numeratore, ed al denominatore, senza alterare il prodotto 

A 

accennatoi e da un’altra parte — esprime la ragione di A a Ci 

C 

dunque la ragione di A a C si compone della ragione di A a B, e 
della ragione dì B a C. Il che bisognava dimostrare. 
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240. Scoìio. È manircslo cho se le quantità onu^enee sono quat- 
tro, la ragione della prima all’iiltima sarà composta della ragione 
della prima alla seconda, della seconda alla terza, e della terza 
alla quarta. 


PaOPOSIZlONE LXV. — TEOREMA 

241. In ogni proporzione continua il primo termine sta al ter- 
zo come il quadrato del primo al quadrato del secondo, o come il 
quadralo del seconda al quadrato del terzo. ' 

Lim. Iin|M*roccliè se A, B, V. sono le tre quanUt;'i continuamen- 
te proporzionali, sarà la ragione di A a C composta della ragione 
di A a B, e della ragione di B a C (n. 239). Ma per la supposta 
proporzione queste due ragioni sono eguali fra loro, dunque la ra- 
gione di A a C sarà composta della ragione di A a B e della stessa 
ragione di A a B-, e per conseguenza sarà espressa da Axa: 
BxB, ovvero sara A a C come il quadralo di A al quadrato di B, 
Nello stesso modo si dimostra che A sta a C come il quadrato di B 
al quadrato di C. Il che bisognava dimostrare. 

242. Scolio. Questo importante teorema si enuncia ancora di- 
cendo : nella proporzione contimia il primo termine sta al terzo 
in ra^on duplicata del primo al secondo, o del secondo al terzo. 

Inl'alli la ragione del primo termine A al terzo C si com])one 
rlellc due ragioni eguali A; B, e B : 0; e per conseguenza (n. 233) 
sarà duplicata di una d* loro. t,i 

CAPITOLO li. 

SELLA MISURA DELLE AIE DE’ POLIGONI, B DB* RAPPORTI 
CHE NE DERIVANO. 

245. Vefinizione I. Misurare una grandezza signiRca trovare 
il numero delle volte, che essa contiene una grandezza della me- 
desima specie, la quale per con \enzioue si prende per unità di 
misura. 

244. Un tal numero di unità convenuta è la misura della gran- 
dézza; e paragonando poi la grandezza misiirat:) a quella che la 
misura , il detto numero, considerato astrattamente, esprime la 
ragione che passa tra quelle due grandezze. 

esempio ( fig. 46 ), supponiamo che si sia presa la 
linea CD della lunghezza di un piede parigino; e supponiamo inol- 
tre che CD sia contenuta esattamente 30 volte in AB in tal caso si 
dira die la misura di AB è 30 piedi parigini. Con questa frase ab- 
breviata si vuol intendere che la linea AB sta alla linea CD coma 
Il numero astrailo 30 sta all’unità. 

246. Talvolta l’unità di misura non è contenuta esattamente nel- 
la grandezza che si vuol misurare, ma vi è bensì contenuta esatta- 
mente una parte aliquota di essa unità; allora la misura della gran- 
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dezza acncnnata sarà espressa da un numero frazionario. Cosi sup- 
ponendo come sopra che CI) sia l’iinità di misura, e che la sua de- 
cima partq sia contenuta volte in vB, la misuradi questa gran- 

dezza verrà espressa da 2j/t0 di i D; e ciò signilica che ' 

AB: CD : : 25: IO. 

247. Dalle cose precedenti apparisce chiaramente che l’ unica 
maniera di misurare una grandezza qualunque è quella di consi- 
derare come cognita e fissa un’altra grandezza della medesima 
specie, e di determinare il rapporto di quella a questa. 

248. L’ajao la superficie d’un po'igonosono vocaboli quasi si- 
nonimi.Nondimeno l’aja diu' ta più particolirmente la quantità su- 
perficiale di una figura, in quanto che è misurata o paragonata ad 
altra superficie. 

249. Definizione II. Sì chiamano figure equivalenti quelle che 
hanno a je eguali. Due figure di forme difTerentissime possono es- 
sere equivalenti,cosi un cerchio può essere equivalente ad un qua- 
drato, un triangolo ad un parallelogrammo, ad un pentagono ecc. 

La denominazione di figureegmli vien limitata a quelle che so- 
prapposte runa all’altra coincidono in tutti i loro punti. Tali sono 
due cerchi di raggi eguali, due triangoli che hanno! lati rispetti- 
vamente eguali ecc. 

250. Definiiione III. S'intende per altezzad’an parallelogrammo 
la perpendicolare che misura la distanza di due lati opposti. Que- 
sti lati dìconsi òasi del parallelogrammo. 

251. Definizione IV. L’altezza d'un triangolo è la perpendicolare* 

abbassata dal vertice d’un angolo sni lato opposto, il quale lato 
prende il nome di base del triangolo. *■ 

2.)2. Definiiione V. L’altezza d’un trapezio è la perpendicolare 
die misura la distanza de’ suoi due lati paralleli*, questi lati si di- 
cono basi del trapezio. 

255. Misurare l’aja di una figura significa, come più sopra si é 
detto, paragonarla ad un’altra aja presa per unità. 

Il quadrato, che ha per lato l’unità di lunghezza, è stato scelto 
per unità di superficie^ o di aja. Se, per esempio, l’unità di lun- 
ghezza è il palmo, l’unibi di aja è quella di un quadrato che ha per 
lato un palmo, e che si chiama palmo quadrato. Se l’unità di lun- 
ghezza è la canna, l’unità di aja è quella del quadrato che ha per 
lato una canna, e che dicesi canna quadrata, e cosi in prosieguo 

254. Se dunque si suppone (fig. 48). che q sia un quadrato di 
cui il lato X sia l’unità di lunghezza, misurare l’aja del rettango- 
lo ACHE significa cercare quante volte la sua superficie, o la sua 
aja contiene quella del quadrato q. Si potrebbe credere che per 
arrivare a misurare i’aja del rettangolo per mezzo di quella del 
quadrato unità convenga soprapporre il quadrato al rettangolo, 
e vedere quante volte vi è contenuto. Nella proposizione seguen- 
te vedremo che si può far a meno di ricorrere a questa operazio- 
ne, la quale non (lotrebbe praticarsi generalmente parlando. 

8 
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255. L'aja di un rettangolo qualunque kCHEhapernùtura il pro- 
dotto delia tua base CH j>er l'altezza C \ ( fig. 48 ). 

Dim. Rappresenti x il lato del quadrato slabiliio per unità delle 
superficie (n. 253). Possono darsi Ire casi; 1^ quando i lati AC, CH 
del proposto rettangolo sono ainlndnc commensurabili col lato x 
del quadrato unità, 2° quando un Iato è comn;etisurabile, e l’altro 
no, 3° quando nessuno de' due lati è commensurabile con x, 

1° Se i lati AC, Cll del rettangolo sono commensurabili coll’u- 
nità di lunghezza x, supponiamo che questa retta unità adattata 
successivamente su i lati CH, AC sia contenuta due volte in CH,e 
quattro in AC esattamente.Kimanecosì divisa la retta AC in quattro 
parti eguali nc’punti F, D, B, c la CU in due parli nel punto N; ed 
Ognuna di tali parti eguaglierà runilà lineare x. Per i punti di di- 
visione B, D, F, si tirino le rette IIP, PK, FG parallele a CH, e pel 
punto N si conduca NM paraltela ad AC. Con questa costruzione 
il proposto rettangolo ACHE risulterà evidentemente diviso in 
piccoli quadrati tutti eguali fra loro, ed eguale ciascuno al quadra- 
to unità. Il numero de’quudrati sarà 8, e potrà supporsi composto, 
o di due serie CM, NE (^nunadi quattro quadrati, o di quattro 
serie BH, DP, FK, AG ciascuna di due quadrati; onde è chiaro che 
quel numero sara il prodotto di 2 per 4; cioè il prodotto del nu- 
mero delle unità lineari coiilenute in CH pel numero delle unità 
lineari contenute in AC. Ma il numero 8 esprime quanti quadrati 
Ainità sono contenuti nel proposto reitangolo, ed è perciò la misu- 
ra di esso rettangolo (n.2i3); dunque il rettangolo ACHE ha per 
natura il prodotto de' suoi lati AC, CH. 


n Potrebbe leradere che Paniti lineare « quantunque commensarabi- 
Ic co’ lati AC, CH del proposto rettangolo , non fosse contenuta esatta- 
mente in ciascuno di essi. Allora le tr^ rette x, AC, CH dorranno avere 
'Una comune mteiira che iwu sari x, ma un’aliquota di x (n. 178) aup- 
poniamo per fissare le idee, che la terza parte di x sia misura comune 
delle rette AC , CH , e riportata successiiaeienie sopra ognuna di esse 
sia contenuta due volte in CH, quattro in AC. Ragionando come qui so- 
pra si conebiuderi che il proposto rettangolo rimane diviso in 8 quadra- 
ti, ciascuno dei quali ha per lato la terra parte delPunili lineare; ed 
anche in questa ipotesi il rettangolo avri per misura il prodotto de'auoi 
lati. Imperciocché supponendo fatto il quadrato suirnniik lineare di- 
viso ogni suo lato in tre parli eguali, ed uniti i punti di divisione, il 
qnadrato unilì sarà evidentemente composto di nove quadrati, ciascuna 
de' quali ha per iato la terza parte dell’unità lineare; e perà ognuno di 
'questi piccioli quadrati sarà la nona parte del quadrato unità. Ma il 
proposto rettangole conteneva 8 di questi quadrati; dunque esso avrà per 
misura 8/9 del quadralo uuilà. Da un’altra parte il numero 8 à sempre 
41 prodotto del numero delle parti eguali conleuute uel lato CH, pel nu- 
mero della parti cuotenute nel lato AC, se non che in questo caso ognu- 
na di quelle parli è 1/3 dcU'unità lineare, ondo il prodotto de’due lati 
'espressi in parti dell’ unità lineare corrisponde a 'quello della fraziooì 
ifZ e 4/3, cioè ad 8/9, quale è appiioto la misura del rettangolo proposto. 


Digi'i^c:: by Googlf 



LIBRO fi. 


sa 

2** Se ìa buse (J1 Jel rettangolo è commensurabile con I’ unità 
lineare e l’altezza AC incommensurabile, dico che la misura del 
rettango'o sarà anche CIIxAC. Infatti, se è possibile, il rettan- 
golo abbia per misura il prodotto di CH per un’ altezza minore o 
maggiore di AC, per esempio CO. Si prenda dell’unità lineare x 
una tal parte aliquota Cn,che sia minore di AO, e si porli succes- 
sivamente su i lati CH, CA del rettangolo a partire dal punto C : 
essa sarà contenuta un numero esatto di volte in CH, c dovrà se- 
gnare sul lato AC un punto di divisione L compreso i^ra A ed 0. 
Conducendo pel punto L la retta LD parallela a CH. il rettango'o 
LCHD che ne risulta, avrà i suoi lati commensurabili con l’unità 
lineare, c per ciò che si è dimostrato qui sopra, sarà misurato dal 
prodotto di CH per CL: ma questo prodotto è evidentemente mag- 
giore di quello di CH per CO, diesi è sup^mstola misura del ret- 
tangolo dato, dunque il rettangolo LCHl» sarà maggiore del ret- 
tangolo *CHE il che èassurdo.Simllmente si dimostrerebbe che il 
rettangolo proposto non può avere per misura il prodotto di (iH 
per un’altezza maggiore di AC, e quindi, anche in questo secondo 
caso, il proposto rettangolo ha i>cr misura il prodotto de’ suoi la- 
ti AC, CH. 

5° Siano fìnalmente ambedue i lati CH, CA incommensurabili 
con l’unità lineare a; j se è possibile , in questa terza ipotesi M 
rettangolo AClUi abbia per misura il prodotto della base CH per 
un’altezza CO minore di AC. Si prenda un’ aliquota di x minore 
di AO; e si porti ripetutamente sopra AC partendo dal punto C. 
Un punto di divisione dovrà cadere in L fra A cd 0, c comjiito il 
rettango'o LCHD, esso avrà uh lato LC commensurabile con l’ii- 
nità lineare, c l’altro CH incommensurabile. La sua misura , pel 
secondo caso, sarà CHxCL, il quale prodotto essendo maggiore 
di CHxCO, ne risulterà come qui sopra l’assurdo^ che il rettan- 
golo CHOL parte di ACHE sarebbe maggiore del lutto. 

Dunque in ogni caso, unreltangolo qualunque ha per misura il 
prodotto dilla sua base per Valttzza. 11 che bisognava dimo- 
strare. 

256. Corollario. Quando il rettangolo proposto è un quadrato, 
la base e l’altezza sono eguali; onde per ottenere il numero delle 
unità di superficie contenute in questo quadrato, liasla moltiplica- 
re per se stesso il numero delle unità lineari che contiene uno dei 
suoi lati. Se per esempio, il Iato di questo quadrato contiene 2 
unità lineari, la sua superficie conterrà 2x2 , ovvero 4 unità di 
superficie. In generale se A rappresenta un lato del quadralo, la 
sua aja sarà espressa da Ax.A, ovvero A’ : ed reco percliè in 
aritmetica sì è chiamato ^ruod/ato il prodotto di un numero per 
se stesso, 

•257. Scolio. Abbeiicliè una linea comunque moltiplicata non 
possa mai divenire superficie, e che perciò sifliilla generazione dcl- 
i:i superficie per mezzo delle lince sia ben diversa dalla nioUipVi- 
cazionc, si accordano non pertanto in questo, cioè clic il numero 


60 


GKOMEIBIA piana 


delie unità contenute in una linea moltiplicato pel numero delle 
unità contenute in un’altra produce un numero «w/rat/o di unità 
corrispondente alla superficie compresa da queste linee, se per 
unità di superficie si prenda il quadrato di cui i lati sono le unità 
lineari (•). 

Dunque, siasi qualunque la linea presa per unità di misura li- 
neare, purché si prenda per unità di superficie il quadrato fatto 
sopra la linea medesima, il numero delle unità lineari contenute 
nella base di un rettangolo moltiplicato pel numero delle unità li- 
neari contenute nelt’altezza esprime non già una retta, ma bensì 
un numero astratto commensurabile, o incommensurabile, che di- 
nota il rapporto dell’aja del rettangolo a quella del quadrato unità, 
vale a dire ( n. 2i3 ) rappresenta la misura del rettangolo me- 
desimo (•*), 

PROPOSIZIONE LWll— TEOREMA. 

258. Due rettangoli qualunque stanno fra loro in ragion compo- 
sta della ragione delle basi e della ragione delle altezze ( fig. 49 ). 

Dim. Siano ABCD, ed EFGH due rettangoli, di cui AB ed EF 
sono le basi, aD ed EH le altezze. 


(‘I Newton. Arit. Univ. p. 4. 

t") Si potrebbe domandare cosa esprime il prodotto de’ due lati OH , 
AC ((ìg.48| del rettangolo nel 2 e nei 3 caso considerati qiit sopra, quan- 
do uno 0 ambidue quelli lati non possono assegnarsi esattamente in par- 
ti dell’ uniti lineare , e quindi in numeri? Una tale circostauia indica 
rlie il ri'liangtilo non può esprimersi esaltamento nè in numeri interi , 
né in iiunicri frarii'iiarii per mezzo dell' unità superficiale , cioè che il 
rettangolo è ineommensurabile con quella unità, e la sua misura è un 
numero ineommensurabile o irrazionale. Solamente nel 3 caso potrebbe 
accadere che il prodotto delle linee CH , ed AC dasse un numero com- 
meusurabile, come altrove In 2t7) abbiamo osservalo. Ma quando il pro- 
dotto delle linee accennate risulta incommensurabile, allora è chiaro che 
valutando i lati del rettangolo per mezzo di aliquote dell’unità lineare 
tempre piti piccole , si avrà una serio di rettangoli commensurabili con 

I unità quadrala , che andranno avvicinandosi di più in più ai rettangolo 
proposto sino a differirne per una quantità minore di qualunque data 

II rettangolo pro|>osto sarà dunque un limite, al quale gli accennati ret- 
tangoli razionali potranno avvicinarsi quanto si vorrà senza però rag- 
giungerlo. Tutto ciò è conforme alla natura delle quantità incommensu- 
rabili (n. 218): nondimeno giova di non perdere di vista quello che ivi 
si è osservato, vale a dire che nella geometria non si ha bisogno di fare 
il prodotto effettivo delle linee CU, ed AC , ma solamente di conoscere 
che quando si prende il quadralo per unità di superficie, l’aja del ret- 
tangolo sta a quella di questo quadralo come il numero astratto, qua- 
lunque esso siasi , che risulta dal prodotto sopraccennato sta all'unità 
astratta ; e perciò il prodotto di due linee rappresenta il rettangolo con- 
tenuto da queste linee. Il prodotto effettivo ha luogo nelle applicazioni 
della geometria alla pratica, ed abbiani visto più sopra io qual modo si 
deve inteudere. 


DÌgitized by > • 


LIBBO ir. 


CI 


In virtù (lei teorema precedente il rettangolo ABCD lia per mi- 
sura ABxaD. Parimente il rettangolo EFGH ha per misura 
EFxEH; per conseguenza i due rettangoli stanno fra loro come 
i prodotti delle basi moltiplicale per le altezze. Or essendo AB: 
EF la ragione delle basi, ed AH: EU quella de'le altezze, ne segue 
che la ragione composta di queste due ragioni sarà ( n. 25:2 ) 

ABxAD; EFxEH, e per conseguenza i due rettangoli stanno 
tra loro in ragion composta della ragione delle basi e À;lla ragio- 
ne delle altezze. Il che bisognava dimostrare. 

259. Coro/Iarto 1. Se le altezze Al), EH sono eguali fra loro, 
la ragione con>posta ABxAl) : EFxElI , togliendo il fattore 
comune al l’antecedente e al conseguente, si ridurrà a quella delle 
basi AB; EF\ Quindi si deduce che 

Due rctlangoli della slessa altezza stanno fra loro come le basi. 

tlCO. ( orollario 11. Se 1 reltarigoli ABCD , ed EFGII fossero 
equivalenti, allora si avrà 

A BxAD ^EFxEH; 

e passando da questa eguaglianza alla proporzione (n. 214) ri- 
sulterà 

AB; EF : : EH: AD; cioè 

Se due rettangoli sono equiiulenti , le loro basi stanno in ra- 
gion reciproca delle allezxe. 

1.U proposizione inversa è manifesta, vale a dire 

Se le basi di due rettangoli sono reciprocamente proporzionali 
alle altezze i due rettangoli sono equivalenti., 

Infatti, in tal caso si avrà 

AB: EF : : EH: AD, 

e per conseguenza sarà ABxAD-EFxEII, ovvero sarà il rettan- 
tangolo aBGD ecpiiv aleute al rettangolo EFGH. 

201. Scolio. Se il rettangolo EFGH si prendesse [wr unità di 
misura del rettangolo ABGD; il rapjxirto de’prodotti ABxAD, 
ed EFxFJI rappresenterebbe il rapporto del rettangolo ABGD 
alla sua unità di misura, e per conseguenza rappresenterebbe 
la misura del rcttungolo medesimo. 

Per esempio supponiamo AB= 10, AD— 6, EF=3, ed EH=4, 
sarà ABGD; FFGH ; ; 10x6:4x3 :;60; 12 ;; GO/12; 1. Quindi 
l’aja del rettangolo ABGD sarà 60/12 dell’aja del rettangolo EFGII, 
ovvero sarà il quintuplo delPaja di questo «ettarigolo. 

PROPOSIZIONE LXVllt. — TEOREMA. 

202. Vafa di un parallelogramtno ha per misura il prodotto 
della sua base per la sua altezza ( fig. 50 ). 

Dim. Sia il parallelogrammo ABCD, dicoche la suaaju ha pei 
misura il prodotto della base DG per l’altezza GF. 

Dal punto D sì conduca a CF la parallela DE che incontrerà il 
prolungamento di BA nel punto E: la figura EDGF sarà un ret- 
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langolo equivalente al parallelogrammo ABCD.Iofatti ne’ triangoli 
EAD, FCB il lato ED=CF come lati opposti del rettangolo EDCF, 
il lato AD=BC come lati opposti del parallelogrammo ABCD, e 
l’angolo EDA=FCB, perchè hanno i lati paralleli e rivolti dalla stes- 
sa parte (n.72);dunque il triangolo E AD=FCB. Si aggiunga di co- 
mune il quadrilatero ADCF, e risulterà il parallelogrammo ABCD 
equivalente al rettangolo EDCF, che ha la stessa base DC, e la stes- 
j sa altezza CF -, e però il parallelogrammo ABCD avrà per misura 

1 il prodotto della base per raltozza. 11 che bisognava dimostrare. 

263. Corollario I. Apparisce da questo teorema che 

i Vue parallelogrammi sono equkalenti quando hanno la slessa ba- 

i 5c, e la slessa altezsa. 

264. Corollario II. Due paraìlelogremmi qualunque sono in ra- 

y gion composta della ragione delle basi e della ragione delle altezze. 

; Ciò si ricava dalla proposizione lxvu , come pure i corollarii 

r qui appresso. 

265. Corollario III. Due parallelogrammi che hanno la stessa al- 
tezza stanno fra loro come le basi. 

266. Corollario IV. Due parallelogrammi equivalenti hanno le 

I basi in ragion reciproca delle altezze. 

267. Corollario V. Se le basi di due parallelogrammi sono in 
ragione reciproca delle altezze , i due parallelogrammi saranno 
equivalenti. 

PaOPOSlZlONE LXIX. — TEOREMA. 

268. L’aja tun triangolo ha per misura il prodotto della sua 
base per la metà della sua altezza (fig. 51). 

Dìm. Sia il triangolo ABC, dicoche la sua aja l«a per misura 
il prodotto della sua base DC per la metà della sua altezza AD. 

Dal punto A si conduea AE parallela a BC, e dal punto C si tiri 
la retta CE parallela ad AB. La figura ABCE sarà un parallelo- 
gramino, il quale è diviso dalla diagonale AC in due parti eguali 
(n. 157). Ma il parallelogrammo ABCE ha por misura il prodotto 
della base BC per l’altezza AD , dunque il triangolo ABC , che è 
metà del parallelogrammo, avrà per misura il prodotto delle base 
BC per la metà dell’aUpzza AD. Il che bisognava dimostrare. 

269. Corollario 1. Si deduce da questo teorema che 

Ogni triangolo è metà del parallelogrammo che ha la stessa 
base e la stessa altezza. 

Quindi divengono manifesti tutti i corollarii seguenti. 

270. Corollario II. Due triangoli della stessa base e della stessa 
altezza sono equivalenti. 

271. Corollario III. Due triangoli qualunque sono in ragion 
composta della ragione delle basi e della ragione delle altézze. 

272. Corollario IV. Due triangoli che hanno la stessa altézza 
stanno fra loro come le basi. 
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273. Corollario V. Due triangoli equivalenti hanno le basi in ra- 
gion reciproca delle altezze. 

274. Corollario VI. Se due triangoli hanno le basi in ragion re- 
ciproca delle altezze, saranno equivalenti. 

PROPOSIZIONE LXX.— TEOREMA. 

275. lue triangoli, che hanno un angolo eguale ad un angolo, 
stanno fra loro in ragion composta delle ragioni de’lati che com- 
prendono gli angoli eguali, ovvero stanno come i rettangoli dei me- 
desimi lati ( fig. 62 ). 

Dim. Siano i due triangoli ABC, e DAE, die abbiano l’angolo 
B\C=DAE, dico che il triangolo ABC sta al triangolo ADE in 
ragion composta di AB: AE e di CA: AD, ovvero come il rettan- 
golo di AB in AC sta al rettangolo di AD in AE. 

Si pongano i due triangoli in modo che i lati BA, AE stiano in 
linea retta, gli altri due CA, AD staranno pure in linea retta ( n, 
58 indi si congiunga il punto B col punto D. 

I triangoli ABC, ABD, ADE, essendo tre grandezze omogenee, 
sarà la prima ABC alla terza ADE in ragion composta della prima 
alla seconda e della seconda alla terza ( n. 239 ). Ma i triangoli 
ABC, aBD avendo la stessa altezza, perchè il vertice B è comune 
e le basi CA, AD sono situate in una medesima linea retta CD, 
stanno fra loro come le basi accennate (n. 272)j ed allo stesso mo- 
do il triangolo BAD sta al triangolo ADE come la base BA alla 
base AE: dunque il triangolo ABC sta al triangolo ADE in ragion 
composta della ragione di CA: AD, e della ragione di BA; A E, ov- 
vero sarà il triangolo ABC al triangolo ADE come ABxAC: AD 
xAE, ossia come il rettangolo di AB in AC al rettangolo di AD in 
AE. Il che bisognava dimostrare. 

276. Corollario I. È manifesto che i duo triangoli sarebbero 
equivalenti se il rettangolo ABxaC fosse equivalente al rettango- 
lo ADxAE, 0 che vale lo stesso se si avesse la proporzione 

AB: AD : : AE: AC. 

Da ciò si deduce che 

Se due triangoli hanno un angolo eguale ad un angolo, ed i lati 
intorno agli angoli eguali sono reciprocamente proporzionali , essi 
triangoli saranno equiialenti, e viceversa. 

277. Corollario II. Essendo ogni parallelogrammo diviso dalla 
sua diagonale in due triangoli eguali ( n. 157 ), la ragione di due 
parallelogrammi sarà eguale a quella de’ triangoli, e per con- 
seguenza. 

Due parallelogrammi equiangoli stanno fra loro in ragion com- 
posta delle ragioni de’lati che comprendono gli angoli eguali, ovve- 
ro come I rettangoli de'mdesimi lati; e ticecersa. 
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PROPOSIZIONE I.XXI. — TEOREMA. 

• 278. Se r angolo EBD è supplemento dcW angolo ABC , eri i 
lati intorno a tali angoli sono reciprocamente proporzionali , il • 
triangolo DBE sarà equivalente al triangolo Alic ( fig. 53 ). 

Dim. Perocchò, essendo per ipotesi AB : BE : : BD ; BC , po- 
sta BF=Bl), c congiunta FE, sarà pure AB: BE ; : BF ; IVO, 
e però in virlìi della proposizione procedente ( C or. i, n. 27G) il 
triangolo ABC Sara equivalente al tri:ingolo FEB. Ma il triangolo 
EBB è equivalente al triangolo FEB, perchè hanno eguali basi 
BD, BF, c la stessa altezza, essendo il vertice E comune, e >e basi 
accennate in una medesima linea reità', dunque il triangolo EBl) è 
equivalente al triangolo ABC. 11 che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE LXXÌI.— TEOREMA. 

279. L’ aia (Tun trapezio ha per misura il prodotto della sua 
altezza per la metà della somma delle hasi parallele ( lìg. 54 ). 

Dim. Sia ABC.D un trapezio, in cui i lati paralleli o le basi 
sono AB e CD, e rallczza D.M. 

Si divida il lato (-B in due parli eguali nel punto 0, e per que- 
sto punto si conduca la retta FE panillela al lato AD, poi si pro- 
lunghi DC finche incontri la parallela medesima nel punto E. Se 
si paragonano i due triangoli OCE, ed OBF si avrà il lato C0= 
OB, per costruzione, l’angolo COE = BOF come vert'Cali, e l’an- 
golo OCE=OBF come alterni rispetto alle parallele AB, DE, se- 
gate dalla terza GB: duncjue questi due triangoli hanno un lato e- 
guale ad un lato,e gli angoli adiacenti a questi lati rispettivamen- 
te eguali', perciò saranno eguali. Or se da tutta la figura ADEOR 
si toglie Llternalivamente ciascuno di questi triangoli, rimarrà da 
una parte il trapezio ABCD, e daU’allra il parallelogrammo ADEF 
che sarà perciò equivalente al trapezio proposto. Ma raja del pa- 
rallelogrammo ADEF ha per misura il prodotto della sua altezza 
DM per la sua base AF', dun qiie il trapezio ABCD ha per misura lo 
stesso prodotto, cio<^ DMxAF. 

Ciò premesso, si vede che AB è uguale ad VF con raggiunta di 
FB, al contrario DC è ugiKile a DE meno CE. Ma FB=CE, ed 
AF=DE, dunque le due basi 'B, DC del trapezio prese insieme 
sono eguali alla somma delle due basi AF, DE del paraBelograin- 
mo, e per conseguenza la base aF del parallelogrammo è uguale 
alla semi-somma., ossia alla metà della somma delle due basi del 
trapezio. Quindi il traiwzio ha per misura il prodotto della sua 
altezza DM, per la semi-sonima dc’lati paralleli. Il che bisogna- 
va dimostrare. 

280. Scolio Se pel punto 0 si conduca OH parallela alle due 
basi del trapezio, il punto H in cui questa retta incontra il lato AD 
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sarà il punto di mezzo di questo lato. Infatti, nel parallelogrammo 
DF.OH si Ita il lato DH=Oli ( n. 157 ); per la stessa ragione H\= 
OF; ma OE =OF, percliè sono eguali i triangoli OCE, OBF, dun- 
que sarà pure l)H=HA. Di piti è la retta OH = AF come lati oppo- 
sti del parallelogrammo AIIOF; perciò si conoliiude die 

L’aja d'un trapezio ha per misura il prodotto della sua altetza 
per la retta che unisce ijmnti di mezzo de’ lati non paralleli. 

PROPOSIZIONE LXXIIl. — PROBLEMA. 

281. Ad un dato triangolo ABC fare un parallelogrammo equità- 
lente FECG con un angolo eguale ad un angolo dato ( fig. 55 ). 

Soluzione. Dal punto A condotta la retta AG parallela alla base 
BC, e questa divisa per mezzo nel punto E, si faccia l’angolo CEF 
eguale all’angolo dato, indi si tiri CG parallela ad EF, il paralle- 
logrammo FECG sarà equivalente al triangolo dato ABC. Infatti, 
hanno la stessa altezza, perchè sono compresi fra le stesse paral- 
lele, c la base BC del triangolo è doppia della base EC del paralle- 
logrammo j perciò le loro aje devono essere eguali. 11 che biso- 
gnava fare. 

282. Scolio. La risoluzione del problema inverso è manifesta. 

PROPOSIZIONE LXXIV. —PROBLEMA 

283. Trasformare un poligono in un triangolo equivalente 
(fig- 56). 

Sol. Sia ABCDE il poligono dato : si conduca la diagonale CE , 
od a questa la parallela l)F, che incontri il lato AE prolungato in 
F: indi si tiri la retta CF. I due triangoli ECD, ECF sono equiva- 
lenti, perchè hanno la medesima base CE, c la medesima altezza, 
essendo r.>cchiusi fra le stesse parallele CE, DF. Se dunque al 
triangolo ECD si sostituisce il triangolo CEF, il poligono ABCDE 
verrà trasformato nel poligono equivalente ABCF, che ha un lato 
di meno. Applicando a questo poligono la costruzione precedente 
si avrà un triangolo equivalente al poligono proposto E manifesto 
che la stessa costruzione condurrà a trasformare un poligono di 
un numero qualunque di lati in un triangolo equivalente. Il che 
bisognava fare. 

284. Scolio. Si vede ora non solo la possibilità di misurare l’aja 
d’un poligono di qualsivoglia numero di lati, ma ancora quella di 
paragonare fra loro le aje di due poligoni qualunque. 
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C A P I T 0 I, 0 III. 
della proporuonalita' de’ lati de’ triangoli , 

TEORICA DELLE FIGURE SIMILI. 

2S5. Dopo la perfetta eguaglianza o di sovrapposizione, la più 
feconda di applicazioni è la e(|uivalenza , ossia l’eguaglianza in 
grandezza indipendentemente dalla forma, di cui abbiam parlato 
nel capitolo precedente, e che nasce quando da due superlicie e> 
guati si sottrae una medesima superficie in siti dilTerenti. Ma oltre 
a queste due specie di eguaglianza ve ne ha un’altra assai impor> 
tante, la quale consiste nella eguaglianza degli angoli e dei rap- 
))orti delle linee, che costituiscono i poligoni. l)i questa andiamo 
ora a trattare. 


PROPOSIZIONE LXXV. — TEOREMA. 

28G. Se in un triangolo si conduca una retta parallela ad un lato, 
gli altri due lati saranno divisi in parli proponionali (fig.97). 

Dim. Nel triangolo ABC si conduca la retta DE parallela a BC, 
dico che si avrà 

AB ; DB : : AE ; EC. 

Si congiunga il punto B col punto E , ed il punto C col punto 
D. I due triangoli BDE, e GEI) sono equivalenti, perchè hanno 
la stessa base DE, e la stessa altezza essendo compresi fra le me- 
desime parallele BC, e DE; per conseguenza il triangolo ADE avrà 
la stessa ragione ai due triangoli BDE , e CED ( n, 189 ), vale a 
dire sarà 

ADE ; BDE : ; ADE ; CED. 

Or i triangoli ADE, BDE hanno la stessa altezza , perchè hanno 
il vertice E comune, e le basi AD , DB sono situale in una mede- 
sima linea retta AB, dunqne i detti triangoli stanno fra loro co- 
me le basi accennate (n. 272). Parimente si dimostra che il trian- 
golo ADE sta al triangolo CED come la base AE alla base EC -, e. 
per conseguenza sostituendo alle ragioni de’ triangoli quelle delle 
basi si avrà 

AD : DB : : AE : EC. 

Il che bisognava dimostrare. 

287. r orollario. Da questa proporzione si deduce compotiendo 
( 11 . 225 ) che 

1“ AD H- DB ; AD . : AD -I- EC ; aE , ossia AB : AD : ; VC 
AE : 

s® AD-hDB : db ; : AE -I- EC ; EC, ovvero 

AB: DB; ; aC : EC. 
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268. Se t lati AB, AC dun triangolo ABC , sono dii isi in parti 
proporzionali da una retta DE , questa sarà parallela al terzo lato 
BC (fig. 57). 

Dim. I triangoli ADE. BDE avendo la stessa altezza stanno fra 
loro come le basi AD, UB. Parimente il triangolo ADE sta al trian- 
golo CED come la base aE alla base EC. Ma per ipotesi si lia 
AD ; DB : : AE : ECi 

dunque il triangolo ADE sta al triangolo BDE come lo slesso trian- 
golo ADE al triangolo CED e (Kìro sarà il triangolo BDE equiva- 
lente al triangolo CED. Or questi due triangoli hanno la stessa ba- 
se DE', dunque devono avere la slessa altezza*, ossia devono essere 
compresi fra le stesse parallele DE,BC.I1 che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE LXXVn. — TEOREMA 

28D. Se tra due rette CB, EG 8i condiscano qucmte parallele si vo- 
gliano r.E, DF, BC, quelle rette saranno divise in parti proporzio- 
nali (fig. 56). 

Dim. Se le due rette date CB, EG sono parallele, la proposizio- 
ne enunciata è evidente, poiché in tal caso le parli CD . DB sono 
rispettivamente eguali alle parti EF , FG come lati opposti dei 
parallelogrammi CDFE, DBGF. Se poi non sono parallele, si pro- 
lunghino finché s’incontrino uel punto A. 

Nel triangolo A DF essendo CE parallela a DF , sarà la ragione^ 
di Al) ad aF eguale a quella di CD ad EF ( n. 287 ). Similineiile 
nel triangolo AJìG essendo DF parallela a BG, sarà la ragione di 
AD ad AF eguale a quella di BD a FG. Ma due ragioni eguali a 
una terza sono eguali fra loro dunque si avrà 
CD ; EF : . DB : FG. 

ovvero permutando 

DC : DB : : EF : FG. 

Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE L%\y\n.— TEOREMA 

290. La retta BO che diade in due parti eguali Vangolo CBA di 
un triangolo, diciderà il lato opposto AC in dite segmenti proporzio- 
nali ai lati adiacenti (fig. 59). 

Dim. Pel punto C si conduca la retta CE parallela a BD, e si 
prolunghi il lato AB, die incontrerà CE nel punto Ev perché non 
si possono tirare dal punto B due parallele a CE. 

Considerando le due parallele rispetto alla segante AE, sarà, 
l’angolo esterno ABD eguale all interno ed opposto dalla stessa 
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parie BEC ( n. G8 ); rispetto poi alla segante BCgli angoli alterni 
EBD, BCE saranno eguali fra loro ( n. 68 ). Ma per ipotesi l’ango- 
lo ABI) è ugnale all’angolo CBD, dunque ancora l’angolo BEC 
san'i eguale all’ angolo BCE; e perciò sarà il lato BE— BC ( ii. 
105 ). Or nel triangolo ACE la retta BD essendo parallela a CE 
si ha la proporzione 

AD; DC: : AB: BE. 

Quindi mettendo BC in luogo di BE, si avrà in fine 
AD; DC : : AB: BC. , 

Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE LXXIX. — TEOREMA 

29t . Se nel (rian'olo ABC si conduca la retta OE parallela al lato 
V,(l.,il Inangolo sarà ecpiiangolo al triangolo ABC, e saranno 
prvporiionalii lati adiacenti agli arijoli eguali (fig. CO). 

Dim. Dal punto D si tiri DF parallela ad AC. Essendo DE pa- 
rallela a BC, sarà l’angolo esterno ADE eguale all’interno ed op- 
posto dalla stessa parte ABC. Parimente si dimostra che l’angolo 
AED è uguale all’angolo ACB, dunque il triangolo ADE è equian- 
golo al triangolo ABC. 

In secondo luogo, essendo DF parallela ad AC, i lati BA , BC 
s:iranno divisi in parti proporzionali (n. 286), e si avrà BA: DA: : 
BC; FC. MaFC è uguale a DE, perchè sono lati opposti del pa- 
rallelogrammo DECE , dunque sarà BA; DA : : BC; DE. Or in 
virtù delle parallele DE, BC, ancora i lati BA, e CA sono divisi 
in parti proporzionali, vale a dire che si ha BA: DA ; ; CA: EA , 
dunque la ragione di BA a DA è uguale tanto alla ragione di BC a 
DE quanto alla ragione di CA ad E A; per conseguenza si avrà 
B : DA : ; BC: DE : CA: EA. 

Quindi il triangolo ABC è equiangolo al triangolo ADE, editati 
adiacenti agli angoli eguali sono proporzionali. lidie bisognava 
dimostrare. 

292. Scolio I. Ne’ triangoli equiangoli i lati adiacenti agli an- 
goli eguali sono stati chiairiati ZaConio/o^At, e quelli stessi angoli 
si sono detti OTi'o/» omologhi (*) Cosi , il lato AB è omologo ad 
Al), il lato BC a DE, ed il lato AC ad A E. 

295. Scolio 11. Immaginiamo che il lato BC si muova paralle- 
lamente a se stesso verso il punto A, il triangolo ABC andrà im- 
picciolendosi a misura che il lato BCpiù si avvicina al punto A, ma 
per ciò che più sopra si è dimostralo conserverà sempre la stessa 
l'orma e varierà nella sola grandezza. Or siccome nel linguaggio 
comune due oggetti si dicono simili, quando la forma è inambidue 


(*l Omologo è parola greca, a aignlGca simile ragione. 
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la slessa, mu la grandezza è diversa cosi volendosi serbare una cer- 
ta analogia colla comune maniera di parlare si è fatta la seguente 

Definizione. Lue triangoli si dicono simili^ quando hanno gli ango- 
li eguali ciascuno a ciascuno, ed i lati omologhi proporzionali. 

Quindi si deduce che se in un triangolo ABC si conduca una 
retia DE parallela ad un lato BC, il triangolo ADE sarà simile al 
triangolo ABC. Si deduce ancora che due triangoli eguali sono 
sempre simili, ma non liceversa, vale a dire che due triangoli simi- 
li possono essere assai disuguali. 

PR0P051ZI0NE LXXX. — TEOREMA. 

294. Se dal vertice di un triangolo ABC si conducano quante rette 
si I ogliano AE,‘ AC, t'cc, alla base BC , queste divideranno la base 
medesima e la sua parallela DF in parti propor zienutli (fig. 61). 

Dim. Perocché, nel triangofo A Bili essendosi condotta la paral- 
lela DL alla base BE sar.i ( n. 991 ) aÉ : AL I ! BE : DL. Per la 
stessa ragionenei triangolo AEG sarà AE : AL ; I EG : LO ', ma 
due ragioni eguali ad una tcr7a .sono eguali fra loro, dunque BE; 
DL : ; EG : LO. Considerando i due triangoli aEG, AGC in vece dei 
due ABE, AEG, si diinosirerà nello slesso modo che EG : LO ; ; 
GC ; OF , e però si avranno le ragioni eguali BE : DL ; I EG : 
IX) ; ; GC : OF. il che bisognava dimostrare. 

Caratteri della sonùglianxa de' triangoli. 

PROPOSIZIONE LXXXl — TEOREMA 

29Ò. Due triangoli sono simili, quando hanno gli angoli rispetti- 
vamente eguali (fig. 62). 

Dim. Ne’ triangoli ABC, FGII sia l’angolo A=F, B=G, C=ll, 
•dico che i due triangoli saranno simili. 

Sul lalo ab supposto maggiore di FG si prenda AD=FG, c si 
tiri DE parallela a BC. Da questa costruzione risulta che l’angolo 
ADE è uguale all’angolo ABG( n.G8); ma per ipotesi l’angolo 
ABC=FGH, dunque sarà ancora l’angolo ADE=FGH; e per con- 
seguenza il triangolo ADE sarà eguale al triangolo FGH , perchè 
hanno un lalo eguale ad un lato c gli angoli adiacenti a questi lati 
rispettivamente eguali. Ma il triangolo ADE è simile al triangolo 
ABC (n.293), dunque sarà ancora il triangolo FGII simile al trian- 
golo ABC. Il clic bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE LXXXlt. — TEOREMA. 

296. Due triangoli sono sinùli, quando hanno i lati proporzionali 
(tìg. 02). 
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Dim. Ne’ triangoli ABC, FGH sia AB : FG : ; AC : FH ; : BC : 
GH ; dico che i due triangoli sono simili. 

Si prenda sul lato AB una parte AD=FG, e si conduca DE pa- 
' rallela a BC. Si avrà (n. 287) la proporzione AB : AD ; : AC : a E: 
ma per ipotesi si ha AB : FG : ! AG : FH; dunque essendo in que> 
ste due proporzioni gli antecedenti eguali, si avrà (ii. 227), Al) : 
FG ; : AE : FH. Ma per costruzione aD=FG ; dunque dovrà es- 
sere ancora AE=FH (n.206). Parimente si dimostra che DE=GH, 
poiché da una parte (n. 291) si ha AB : AD : I BC : DE e dall’al- 
tra si ha per ipotesi AB : FG ; ; BC : GH, ovvero AB : AD ^ : BC : 
GH, poiché AD=FG. Quindi i due triangoli ADE, FGH hanno i tre 
lati rispettivamente eguali, e perciò sono eguali. Or il triangolo 
ADE è simile al triangolo ABC ( n. 2)1 ), dunque ancora il 
triangolo FGH sarà simile al triangolo ABC. Il die bisognava 
dimostrare. 


PROPOSIZIONE LEEXIII. — TEOREMA. 

297. Due triangoli sono simili quando hanno un angolo eguale a 
un angolo, e sono proporzionali i lati che comprendono gli angoli e 
guali (Gg. 62). 

Dim. Abbiano i triangoli ABC, FGH Pangolo A=F : e sia inol- 
tre AB : FG : : AG : FH , dico che il triangolo ABC è slmile al 
triangolo FGH. 

Sul lato AB si prenda AD=FG , si tiri DE parallela a BC. Si 
avrà (n.287) la proporzione AB : AD l’.hC: AE; ma per ipolesì 
AB ; FG ; ; AC : FH, dunque essendo in queste due proporzioni 
gli antecedenti eguali sarà Al) ; FG : I AE ; FH. Mapercostriizio- 
ne AD=FG, dunque dovrà essere ancora AE=FH, e per conse- 
guenza sarà '1 triangolo \D E eguale al triangolo FGH, poiché 
hanno due lati rispettivamente eguali a due lati, e l’angolo com- 
preso dai primi eguale all’angolo compreso dai secondi.Or il trian- 
golo ADR é simile al triangolo ABC ( n. 29t), dunque ancora il 
triangolo FGH sarà simile al triangolo ABC. Il che bisognava di- 
mostrare. 

PROPOSIZIONE LXXXIV TEOREMA. 

298. Due triangoli sono simili quando hanno i lati rispettivamen- 
te paralleli (fig. 62). 

Dim. Sieno i lati AB, AG, BC del triangolo ABC rispettivamen- 
te paralleli ai luti FG, FH,GH del triangolo FGH, dico che il trian- 
golo FGH è simile al triangolo ABC. 

Infatti gli angoli A e F sono eguali, perchè sono compresi fra 
lati paralleli e rivolti dalla stessa|parte. l’arimenlesi dimostra che 
l’angolo C=H , e 1’ angolo B=G, dunque i due triangoli ABC, 
FCII sono equiangoli, e perciò simili.II clic bisognava dimostrare. 
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PROPOSIZIONE LXXXV. — TEOREMA. 

299. Due triangoli sono simili quando homo i lati risvettivamn- 
te perpendicolari ( fig. 63 ). ^ 


y ÌTn Tl' perpendicolare ad 

tP’'! ^ •' '“‘o Ef a BC, dicoche il triangolo 

ABC e simile al triangolo EDF. “ 

Infatti, nel quadrilatero AIDH la somma dei quattro angoli e- 
quiyale a quattro retti f n. t38 ): magli angoli OH A, e DIA sono 
retti per supposizione, dunque la somma de’ due rimanenti HAI, 
ed HDI dovrà essere eguale a due retti. Or la somma degli angoli 
adiacenti HDI, FDE è pure eguale a due retti; perciò se si teglie 
Il comune angolo HDI resterà l’angolo FDE eguale all’angolo BAC. 
«elio stesso modo si dimostra che l’angolo £=B, e l’angolo F=C 
Quindi i due triangoli ABC, EDF sono equiangoli ; e per conse- 
guenza sono simili. Il che bisc^nava dimostrare. 

300. Scolio f. Nella dimostrazione precedente si è considerato 
Il triangolo EDF come situato dentro del triangolo ABC ; dappoi- 
ché se stasse fuori come il triangolo E' D' F% I cui lati prolungati 
SI suppongono perpendicolari rispettivamente ai lati del triangolo 
ABC, in tal caso si descriverà dentro di questo triangolo il trian- 
golo EDF che abbia i lati rispettivamenfe paralleli a quelli del 
triangolo E' D' F'. È manifesto che in virtù delle parallele i lati 
^1 triangolo EDF saranno rispettivamente perpendicolari ai lati 
del trianplo ABC, e perciò il triangolo EDF sarà simile al trian- 
golo ABC. Ma il triangolo EDF è equiangolo al triangolo E' D' F' 
dunque anche questo è simile al triangolo ABC. * 

501. Scolio If. Dalle cinque proposizioni precedenti si può con- 
chiudere che due triangoli sono simili: 

1° Quando hanno due angoli eguali ciascuno a ciascuno : 

2“ Quando hanno i lati proporiionali, 

3° Qu^do hanno un angolo eguale ad un angolo, e sono propor- 
zionali i lati che comprendono gli angoli eguali. 

4° Quando hanno i lati rispettivamente par cdleli. 

5® Quando hanno i lati rispettivamente perpendicolari. 

302. ^olio III. Merita ancora di essere osservato che nei trian- 
goli simili i lati omologhi sono sempre opposti agli angoli eguali. 

Pare dunque che i lati omologhi avrebbero potuto definirsi di- 
cendo esser quelli, che ne’ triangoli equiangoli sono opposti agli 
angoli eguali. Ma questa definizione non avrebbe potuto applicar- 
si ai poligoni limili di qualunque numero di lati, poiché in que- 
sti poligoni i lati non sono opposti agli angoli, e nulladimeno si 
considerano ancora in queste figure i lati omologhi , cioè i lati 
adi.ncenti agli angoli eguali. 
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PBOPOS)ZIO>E LXXXVI. — TEOIÌEMA. 

303. / triangoli simili stanno fra loro come i quadrati de'lati 
omologhi ( fi". G2 ). 

rim. Siano i due triangoli simili ABC, FGII: dico clic stanno 
fra loro come i quadrati di due lati omologlii AB, FG, ovvero AG 
FU, 0 finalmente BC, GH. 

Infalli, essendo simili i due triangoli san'i )’ angolo A— F : ma 
quando due triangoli hanno un angolo eguale ad un angolostanno 
fra loro in ragion composta delle ragioni de’lati che comprendono 
gli angoli eguali (n. 2’7o), dunque sarà il triangolo ABC al trian- 
golo FGH in ragion composta della ragione di AB: FG, e di AG ; 
FH, ovvero ( n. 233 ) in ragion duplicata di AB; FG, perchè in 
■virtù della simiglianza de’ triangoli la ragione di AB : FG è ugiia- 
k a quella di AG : FH. Ma la ragion duplicata di AB : FG è la 
stessa che quella de’ quadrati-, per conseguenza sarà il triangolo 
ABC al triangolo FGH come il quadrato di AB al quadralo di FG. 
11 che bisognava dimostrare. 

Proprietà del triangolo rettangolo. 

PROPOSIZIONE LXXXVII. — TEOREMA. 

304. Kel triangolo rettangolo ABC se dal rerlice A delPangolo 
retto si abbassi la perpendicolare AB sopra ripotenusa., » trian- 
goli AOB, ADG saranno simili fra loro , ed a tutto il triangolo 
ABC ^fig. 61). 

Dim. Infatti, i due triangoli ABD e ABC sono rettangoli ambi- 
due , ed hanno l’angolo B comune, dunque sarà il terzo angolo 
BaD del primo eguale al terzo angolo C del secondo-, e perciò il 
triangolo ABD è sìmile al triangolo ABC. Parimente i due trian- 
goli ABC, ed ABC sono ambidue rettangoli, ed hanno l’angolo C 
comune, dunque sarà l’angolo DAC del primo eguale all’angolo B 
del secondo; e per conseguenza il triangolo ACB è simile al trian- 
golo ABC. Quindi i due triangoli ABB, e ABC essendo equiangoli 
al triangolo ABC saranno simili ira loro , ed al triangolo ABC. Il 
che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE LXXX Vili. — TEOREMA 

305. Nel triangolo rettangolo ABC la pérpendicolclré abbassata 
dal ter lice delF angolo retto sopra Fipoténusa è media propor tionale 
fra i due segmenti della medesima ipotenusa, e ciascun cateto é me- 
dio proporzionale fra Fipoténusa, ed il segmento adiacente al cateto 
medesimo (fìg. 64). 

l'im. 1. Essendo simili i due triangoli ABB, ABC, i lati omo- 
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loghi S '.ranno proporzionali, ma questi sono opposti ai Iati eguali 
(n.'>03 ) dunque il luto BD, che nel primo triangolo è opposto al- 
l’angolo B vD, avrà per omologo il lato vt) che nel secondo trian* 
golo è opposto airangolo,C=BAI). Similmente si dimostra che it 
lato AD del primo triangolo ha per omologo il lato Di: del secon- 
do; e per conseguenza sì avrà la proporzione continu i 
BD ; AD: : AD : OC , 

la quale fa vedere che la perpendicolare AD è media proporziona- 
le fra i due segmenti deU’ipotenusa. 

li. Se ora si paragona ciascun triangolo parziale ABD, ADG 
al telale ABC. e sì tenga presente come sopra che ì lati omologhi 
sono opposti agli angoli eguali, si avranno le due proporzioni con- 
tinue: « 

BC ; AB : : AB : BD, e BC ; AC ; ; AC : DC, vai-* a dire che 
ciascun cateto è medio proporzionale fra l’ipotcnusa ed il segmen- 
to adiacente al cateto medesimo. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE LXXXIX. — TEOREMA. 

506. Nel triangolo rettangolo BAC i quadrati de'cateti etamno co- 
me i segmenti adiacenti deltipotenusa^ ed il quadrato delV ipotenusa 
sta al quadrato di un cateto come Fipotenusa al segmento adiacente 

al cateto medesimo ( fig. Gl ). 

•« 

Dim. I. Essendo il calete AB medio proporzionale fra l’ipotenu- 
sa BC, ed il segmento BD (n. 305), sarà il quadrato di AB eguale 
al rettangolo di BC in BD. Similmente si dimostra cho il qua- 
drato di AC è uguale al rettangolo di BC in bC; dunque i due 
quadrati stanno come i due rettangoli, i quali avendo la slessa 
base BC stanno come le altezze Bl), DC ( n. 259 ) ; e per conse- 
guenza sarà 

aL* ; ac* : : BD ; DC. 

li In secondo luogo essendo BC : AB : : AB : BD, sarà (n, 241) 
BC a BD come il quadrato di BC al quadrato dì AB. 

E c(»i pure essendo BC : AC : : AC : DC , sarà BC a DC come 
il quadrato di BC al quadrato di AC. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE XC. — TEOREMA. 

307. Nel triangolo rettangolo BAC il quadrato di un cateto sta al 
quadrato della perpendicolare AD come Upotenusa al segmento adia- 
cente altaltro cateto (fig. 64). 

Dim. Infatti, il quadrato di AB è ugualé al rettangolo di BC io 
BD, ed il quadrato di AD al rettangolo di BD in DC (n. 305 ) ; e 
perciò i due quadrati stanno come i due rettangoìì. Ma questi 
stanno fra loro come le basì BC, DC, perchè hanno la stessa al- 
tezza BD, dunque 
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ÀI* : ÀI)* : : BC : DC. 

Il che bi&ognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE 'm — TEOREMA 

308. Il quadrato fatto tu la ipotenusa di un triangolo rettan- 
golo BAC é uguale alla somma de’ quadrati fatti sopra i cateti 
(lig. 64). 

Dim. Perocché, abbassando dui vertice \ dell’angolo retto la 
perpendicolare \l) suH’ipotenusa. risulteranno Mre triangoli ret- 
tungoli ABC, ABI> , ADC, i quali essendo simili stanno fra loro 
come i quadrati de’ lati omologhi, ovvero come i quadrati da’ lati 
Ite, AB, AC, che sono le ipot mise de’ triangoli accennati. Ma il 
triangolo ABC è uguale allasomma dei due triangoli \BD, ADC , 
dunque (n. 239) ancora il quadrato di BC sarà eguale alla somma 
dei quadrati di AB, e di AC. Il che bisognava dimostrare. 

Altra dimostrazione. 

Sopra i lati BC, A3, AC (fig. 65) del triangolo rettangolo ABC 
si descrivano i quadrati BE, BG, (.H -, ìndi dal punto A si abbassi 
la perpendicolare A&l sul lato LE, e finalmente si tirino le diago- 
nali AL, FC. 

I due triangoli ABL, FBC sono eguali , perchè AB=BF come 
Iati di un niedesìino quadralo, BL=^BC per la stessa ragione , « 
l’angolo ABL rormato dall’angolo retto CBL é dall’acuto ABC è 
uguale all’angolo FBC formalo dall’angolo retto FBA e dallo stesso 
angolo acuto ABC. Ma il triangolo A^ è metà del rettangolo BM, 
perchè hanno la stessa base BL , e la stessa altezza BD , essendo 
compresi fra le stesse parallele BL, ed AM *, e parimente il trian- 
golo FBC è metà del quadrato BG , perchè lianno la stessa base 
BF, e la stessa altezza BA, essendo compresi fra le stesse parallele 

BF, e CG : dunque sarà il rettangolo BM equivalente al quadrato 

BG. Similmente si dimostra che il rettangolo MC è equivalente al 
quadrato CH-, e per conseguenza il quadrato di BC,che è la somma 
de’ due rettangoli accennati BM e MC, sarà ^uale alla somma dei 
quadrati di AB, e di AC. Il che bisognava dimostrare (•). 

La recìproca di questa proposizione si dimostra facilmente. 

Nel triangolo ABC ( fig. 85 ) sia il quadrato di AB eguale alla 
somma de’ quadrati di aC e BC -, dico che l’angolo ACB è retto. 


(•) Pitagora fu primo addimostrare questa proposiilone, la quale perciò 
■è coDosciuts col suo Dome di teorema pillaforieo. La prima dimostraziooa 
ciportala nel testo è generala, perchè, come vedremo io appreso, si ap- 
plica a tutt’i poligoni simili descriiii sopra i tre lati del triangolo ret- 
tangolo, ad anche ai cerchi che avessero per dit^'^ttri 1 medesimi iati. 
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Dal punto A s’innalzi sopra AC la perpendicolare AG— BC, e si 
tiri la retta CG. Il quadrato di €•• è uguale alla somni.-' de’qua- 
dralì di AC ed AGy ovvero di AC e BC; per conseguenza risulta 
AB— CG. Quindi sono eguali i due trianiiuli ABi!, GAC^ e però 
sarà l’angolo ACB eguale all’angolo retto GAG. 

poligoni simili. 

309. Applicando ai poligoni in generale la nozione della simi- 
litudine de’ triangoli risulta la seguente 

Definizione. Due poligoni si ducono simili.^ quando hanno gli «»- 
goli eguali ciascuno a ciascuno, ed i lati omologhi proporzionalù 

Sto. Ne’ triuogoli simili l’eguagliauza degli angoli è una con- 
seguenza della proporzionalità dc’Lti, e viceversa, percui una di 
queste coiidizioniè sulficiente a stabilire la similitudine de’trian- 
goli. Un tale legame cessa di esistere ne’po igoni simili d’un mag- 
gior numero di lati, dappoiché in queste figure si può alterare la 
proporzionalità de’lati senza cangiare gli angoli, o pure si possono 
alterare gli angoli senza mutare i lati. Per esempio, se nel qua- 
drilatero ABCD (fig. 39) si tiri una retta EF parallela al lato BC, 
l’angolo AEF sarà egualeall’angolo B, e l’angolo DFE all’angolo C; 
per conseguenza il quadrilatero ADFE sarà equiangolo al quadri- 
latero aBCD, ma la proporzione de’iali è dilTerente. Similmente 
senza alterare i quattro lati aB, BC, CD, DA si possono alterare 
gli angoli, con avvicinare o allontanare il punto B, dal punto D, 
ed il punto A dal punto C.Da queste considerazioni risulta che per 
dimostrare la similitudine di due poligoni si deve provare che han- 
no gli angoli eguali ciascuno a ciascuno, ed i lati omologhi propor- 
zionali. 

PROPOSIZIONE XCU — TEOREMA 

311. Due poligoni simili possono dividersi netto stesso numero 
di triangoli simili rispetlit amente, e similmente situati ( fig. 66 ). 

Dim. Sieno i due poligoni simili ABCDE, FGHLO. Dai vertici 
A, F di due angoli omologhi si conducano le diagonali AC, AD, 
FH, FL. 

Per la simiglianza de’poligonì è l’angolo B— G, ed i Iati AB, 
BC sono proporzionali ai lati FO, GH; per conseguenza ( n. 297 ) 
il triangolo ABC è simile al triangolo FGH, onde sarà l'angolo BCA 
eguale all’angolo (iHF. Parimente per i poligoni simili, l’angolo 
BCD è uguale all'angolo GHL; se dunque si tolga dal primo l’an- 
golo BCA, e dal secondo il suo eguale GHF, resterà l’angolo ACD 
eguale all’ angolo FHL. Or essendo simili i triangoli A&i, FGH, 
la ragione di BC a GH è uguale alla ragione di aC a FH-, ma 
per la simiglianza de’ poligoni la ragione di BC a GH è uguale a 
quella di CD ad HL, dunque sarà la ragione di AC a FH eguale 
a quella di CD a LH*, e per conseguenza i triangoli ACD. FHL 
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sono sipili. Nello stesso modo si dimostrerà cbe il triangolo ADE 
è simile al triangolo FLO, e cosi in progresso se vi fossero altri 
triangoli. Dunque i poligoni simili si possono decomporre nello 
stesso numero di triangoli simili rispettivamente e similmente 
disposti, il che bisognava dimostrare. 

PBOroSIZIONE TEOREMA 

312. Due poligoni tono simili, aUorch^ som di< isi nello stesso 
numero di trùmyoU simili rispettù amente , e similmenle situati 
( fig. 66 ). 

Dim. Sieno i due poligoni ABCDE, FGIIIX) , noi quali si siipp^ 
ne il triangolo ABC simile al triangolo FCH, il triangolo ACD si- 
mile al triangolo FHL ed il triangolo aDE simile al triangolo FLO. 
Dico cbe i due poligoni sono simili. 

Essendo per ipotesi il triangolo ABC simile al triangolo FGH , 
sarà l’angolo B=G, e l’angolo BCA eguale all’angolo GHF. Pari- 
mente essendo il triangolo ACD simile al triangolo FHL, sarà 
l’angolo ACD eguale all’ angolo FHL. Quindi tutto l’angolo BCD 
sarà eguale a tutto l’angolo GHL ; e cosi pure si dimostrerà che 
l’angolo D=L, l’angolo E=0, e l’angolo A=F. Dunque i due po- 
ligoni sono equiangoli; rimane a dimostrare che i luti omologhi 
sono proporzionali. 

Or essendo simili i triangoli ABC FGH, si ha BC : GH ; ! AC : 
FH.ftIa per la simiglianza de'triangoli vCD, FHL si ha AC: FH l ; 
CD : HL, dunque la ragione di AC a FH è uguale tanto alla ra- 
gione di BC a GH, quanto a quella di CD ad HL; e per conseguen- 
za si avrà BC : GH ; I CD : HL. Nello stesso modo si dimostra che 
i rimanenti luti omologhi son proporzionali, dunque i poligoni 
proposti sono simili. Il che bisognava dimostrare. 

PBOPOSIZIONB xa\. —TEOREM A. 

, 313. / ]^ligom simili stanno fra loro come i quadrati dei la- 
ti omologhi ( fig. 66 ). 

Dim. Sieno i due poligoni simili ABCDE, FGHLO. Dai vertici 
A, F di due angoli omologhi si conducano le diagonali AC, AD, 
FH, FL. 

1 due triangoli ABC, FGH essendo simili ( n. 311 ) stanno fra 
loro come il quadrato di AC al quadrato di FH (n. 303). Per la 
stessa ragione il triangolo ACD sta al triangolo FHL come lo stes- 
so quadrato di AC al quadrato di FH ; per conseguenza sarà il 
triangolo ABC al triangolo FGH come il triangolo ACD al trian- 
golo FHL. Nello stesso modo si dimostra cbe il triangolo ACD sta 
al triangolo FHL come il triangolo ADE al triangolo FLO. 

Ma quando si hanno più ragioni ^uali, la somma degli antece- 
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denti sta a quella dc’oonseguenti come un antecedente qualunque 
al suo conseguente (n. S31), dunque la somma de’ triangoli ABC, 
ACD, ADE, cioè il poligono ABCDE sta alla somma de’ triangoli 
FGH, FHL, FtX), cioè al poligono FGHLO, come il triangolo ABC 
al triangolo FGH ovvero come il quadrato di AB al quadrato di 
FG. Il che bisc^nava dimostrar . 

314. Corollare. Apparisce da questa proposizione, e da quella 
dimostrata (n. 308) che 

La fi ,ura descritta suWipotemsa di un triangolo rettangolo ABC 
( fig. 64 ) é uguale alla somma delle figure simili e sàmlmente de- 
scritte so^a i cateti. 

PBOPOSIZIONE XCV. — TEOREMA. 

313. ! perimetri de' poligoni simili stanno fra loro cornei lati 
omolojhi ( fig. 66 ). 

him. Siano i due poligoni simili ABCDE , FGHLO. Dico che i 
loro perimetri stanno come i lati omologhi AB, FG, ovvero come 
BC, GH, ecc. Intatti, in virtù della loro similitudine si ha 

AB : FG : : BC : GH ; : CD ; HL.ecc. 
e per conseguenza (n. S31) la somma di tutti gli antecedenti AB, 
BC, CD, ecc., ossia il perimetro della prima figura sta alla somma 
di tutt’i conseguenti FG, GH, HL ecc., ovvero, al perimetro delia 
seconda figura, come uno degli antecedenti AB al suo conseguen- 
te FG. 11 che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE XCVI. — TEOREMA 

316. / poligoni regolari dun medesimo numero di lati sono 
simili (fig. 66). 

Dim. Siano i due poligoni regolari ABCDE, FGHLO d’un mede- 
simo numero di lati-, dicoche sono simili. Infatti, siccome il valore 
di un angolo di questi poligoni dipende dal numero de’lati(n.l39), 
che è lo stesso in ambidue -, gli angoli dì detti poligoni saranno 
eguali. Ma da un’altra parte i lati sono proporzionali, perchè 
eguali fra loro in ciascuno poligono, dunque i poligoni proposti 
sono equiangoli ed hanno ì lati omologhi proporzionali, e perciò 
sono simili. Il che bisognava dimostrare. 

3<i7. Corollario. Si deduce da questa proposizione che 

I perimetri de' poligoni regola dun medesimo numero di lati 
stanno come un lato delFuno ek un lato deìF altro , e le loroege 
come i quadrati Aegli stessi lati. 
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CAPITOLO IV. 

DBl QUADRATI B DBI BBTTAN60LI FORMATI SOUB UNSE RETTE. 

318. Partendo dalla misora del rettangolo e dai teoremi intor- 
no ai rapporti delle superficie, che abbiamo ricavati come conse- 
guenze immediate dì quella misura, si potrebbero dimostrare sen- 
za figure i teoremi relativi ai quadrati ed ai rettangoli delle lince 
variamente divise. Ma siccome converrebbe ricorrere alle regole 
della moltiplicazione algebrica, così per non uscire dalla pura geo- 
metria esporremo i teoremi accennati con figure e costruzioni 
geometriche. 

Dei quadrati e dei rettangoli delle linee tariamente divise. 

PROPOSIZIONE XCVll — TEOREMA. 

319. Se una retta .\C è la somma delle linee AB, BC il qua- 
drato di AG è uguale al quadrato dt aB , più il quadrato di 
BC, più il doppio del rettangolo compreso fra AB e BC ( fig. 67 ). 

Dim. Si costruisca sopra AC il quadrato aCDE: si prenda AF-= 
AB, indi si conduca FG parallela ad AC, e BH parallela ad AE. 

Con questa costruzione il quadrato ACDE resta diviso in quat- 
tro parli. La prima ABIF è il quadrato Tatto sopra AB, poiché 
AF— AB La seconda IGDH, è il quadrato fatto sopra BC; pe- 
rocché essendo aC—AE, ed AB-AF sarà BC, differenza delle 
linee AC, AB, eguale ad EF differenza dede lince AG, aF; ma 
In virtù delle parallele si ha BC— IO ; EF=1H ed è poi retto 
r angolo BIG , perchè eguale all’angolo FIB; dunque la figura 
IGDH è il quadrato di BC. Inoltre, la terza parte BCGI esprime 
il rettangolo di AB in BC, perchè AB— Bl; e l’ultima parte EFIH 
è pure eguale allo stesso rettangolo di AB in BC, perchè FI— 
AB, ed GK— BC. Dunque il quadrato di AC si compone dei qua- 
drali di vB e di BC, e del doppio rettangolo di AB in BC; ed è 
perciò eguale a la somma di tutte quelle figure. Il che bisognava 
dimostrare. 

320. Scolio. È fucile vedere che questa proposizione potrebbe 
enunciarsi così: 

Se una retta i divisa in due parti il quadrato di tutta la linea è 
uguale ai quadrati delle parti , ed al doppio del rettangolo con- 
tenuto da esse partì. 

Giova anche osservare che il quadrato della retta AC divisa in 
due parti aB, BG è uguale alla somma de’ rettangoli ABHE , 
BCDH contenuti da tutta la linea e da ciascuna delle parti. 

521. CoroUano. È manifesto che se le rette AB, BC sono egua- 
li, i rettangoli FH, BG, si cambiano in quadrati, onde il quadralo 
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di AC sarà eguale al quadruplo de! quadrato di AB, o di BC. Dun- 
que « se una retta è divisa in due parli eguali, il quadrato dell’in- 
w tera retta sarà eguale al quadruplo del quadrato della metà. 

PROPOSIZIONE XCVIII. — TEOREMA. 

S2S. II quadrato ACIF della linea retta AC, differenza delle due 
linee AB e BC, è uguale al quadrato di AB più il quadrato di BC ; 
meno il doppio rettangolo di aB in BC (fig. 08). 

Vitn. Sopra AB si descriva il quadrato ABDE, si prenda AF-= 
AC, e si conduca L'H parallela a BD, e FG parallela ad AB ■, final- 
mente si costruisca sopra EF il quadrato EFKL, e le rette KF , 
FI saranno in linea retta, per essere tutti gli angoli in F retti. 

11 rettangolo C.BDH è uguale al rettangolo di AB in BC, poiché 
BD=AB. Parimente il rettangolo KIHL è uguale al rettangolo di 
ab in BC , poiché KI=KF H- FI=BC H- AC=AB, ed lH=iBC ; 
dunque! due rettangoli CBDH, KIHL sono eguali al doppio ret- 
tangolo di AB in BC. Ora se da tutta la figura ABDLKF, composta 
dei quadrati di AB, e di BC, si tolgano i due rettangoli accennati, 
resterà il quadrato di AC, dunque questo quadrato è aguale alla 
somma dei quadrati di AB e di BC , meno ii doppio rettangolo di 
AB in BC. Il che bisognava dimostrare. 

323. Scolio. Questa proposizione potrebbe enunciarsi ancora 
nel seguente modo : 

Se una retta i divisa in due pwti, i quadrai di tutta la linea e 
di una stia parte sono eguali al doppio del rettangolo di tutta la linea 
nella stessa parte col quadrato della rimanente parte . 

PROPOSIZIONE xax. — TEOREMA. 

324. Il rettangolo compreso dalla somma e dalla differenza di due 
rette i uguale aUa differenza dei quadrati delle stesse rette (flg. 70) 

Dim. Siano AB, BC le due rette date. Si faccia sopra AB il qua- 
drato ABIF si prenda aE=A^'> si conduca CG parallela ad aF ; 
ed EL parallela ad AB-, poi sul prolungamento di questa retta si 
prenda BK=BC; e finalmente dal punto K si tiri KL paratela a 
BI che incontrerà HL nel punto L. Il rettangolo aKLE avrà per 
base AK, cioè la somma delle due rette date AB, BC, e per altez- 
za AE, ovvero la diflerenza delle stesse rette , perchè AE=AC. 
Ciò premesso, dico che il rettangolo AELK è uguale al quadrato 
di AB meno il quadrato di BC. 

Imperocché il rettangolo AELK è composto dei due rettangoli 
ABHE, e BHLK; ma il rettangolo BHLK é uguale al rettangolo 
CDHB, perché hanno le basi eguali BK, BC, e la stessa altezza 
BH ( n. 259 )*, ed è poi il rettangolo CDHB eguale al rettangolo 
EDGF ( n. 319 ), dunque il rettangolo AELK è uguale alla som- 
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ma de’due rettangoli AiUlE ed EDGF. Or questi due rettangoli 
formano tutto il quadrato ABIF meno il quadrato DHIG, cioè for- 
mano il quadrato di AB meno il quadrato di B(>, per conseguenza 
il rettangolo AELK è uguale al quadrato di AB meno il quadralo 
di BC. Il che bisognava dimostrare. 

325. Scolio. Se sul prolungamento di AG (fig. 7 1) si fosse pre- 
sa BK=aB, cioè alla maj^iore delle due rette date, il teorema 
avrebbe potuto ancora dimostrarsi. Infatti il rettangolo DGKL ha 
per base CK , somma delle due rette date AB, BC, e per altezza 
CD, differenza delle rette medesime, perchè GD-=.\C. Ur essendo 
il rettangolo CH eguale al rettangolo l)F (n. 519), sarà il rettan- 
golo DCKL eguale alla somma de’ due rettangoli EABH , EDGF, 
ovvero alla differenza de’ quadrati delle rette aB, BG (*). 

326. Uefinizione. Per proiezione di una retta terminata AG sopra 
una retta indefinita LE (fig. 65), s’intende la retta ME compresa 
fra i piedi delle perpendicolari abb assate dalle due estremità A, e C 
sulla linea LE.Quindi la proiezione di AG sopra BC sarà la retta DC. 

Dei quadrali fatti copra % lati dei triangoli obliquangoli. 

PROPOSIZIONE C.—TEOREMA. 

527. In un triangolo ottusangolo \BC, il quadralo del lato AB op- 
posto all'angolo ottuso a GB e't^uofv alla somma dei quadrati degli 
altri due lati AC, (,B più il doppio del rettangolo compreso fra uno 
di essi GB e la retta Gl) interposta fra il vertice dell angolo ottuso, e 
la perpeìxdicolare AD ( fìg. 72 ). 

Dim, Nei triangolo rettangolo ABD il quadralo di AB è uguale 
al quadrato di Al), più il quadrato di DB(n. 308), ma la retta DB 
è uguale alla somma delie due rette OC, GB, e per ciò il quadrato 
di DB è uguale al quadrato di DG, più il quadrato di GB , più il 
doppio rettangolo di GB in GD( n. 319 ) *, dunque il quadrato di 
AB è uguale ai quadrati dì AD, di DC, di GB, ed al doppio rettan- 
golo di BG in GD ; ma la somma de’ quadrati di AD, e di GD è 
uguale al quadrato di AG (n. 308), dunque il quadrato di AB equi- 
vale ai quadrati di AG, e di Bli insieme col doppio rettangolo di 
GB in GD. Il che bisognava dimostrare. 


(*) Onesta proposiiione si trova negli Elementi di Enclide divisa in dne 
proposizioni differenti ne) modo seguente. 

• 1. » Se alla retta CK divisa per mezzo in B , ai aggiunga pai dritto 
» la retta CA , it rettangolo di tutta la composta AK nell’ aggiunta AC 

• col quadrato della meli BC eguaglia il quadrato della retta AB com- 
» posta delia mezA e dell'eggiunta (fìg. 70). 

3. « Se la retta AK è divisa in due parti eguali io B, ed in dne parti 
» disuguali in C , il rettangolo delle parti disogoali AC , CK col qua- 
> draio de) segmento intermedio CB eguaglia il quadrate della metà 
» della retta AK (fig. 71). 
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528, Scotio. Questo teorema potrebbe enunciarsi in tal modo: 

Nel trian'jOÌo ottusangolo il quadrato del lato opposto aWangolo 
ottuso è uguale alla somma de' quadrati degli altri due lati, più il 
doppio rettangolo contenuto da uno di questi lati e dalla prokiione 
dell’altro sul lato accennalo. 

PR0P0SIZlO.>tE CI — TEOREMA. 

329. In un triangolo ABC quadrato del lato AB opposto ad un 
angolo acuto ACB è uguale alla sonuna dei quadrati degli altri due 
lati aC, CB, meno il doppio rettangolo compreso fra uno di essi B(^, 
e la retta Cl) interposta fra il vertice dell’angolo acuto, e la perpen- 
dicolare AD (fig. 73). 

Dim. La perpendicolare AD può cadere dentro, o fuori il trian- 
golo .ABC. 

1. Nel triangolo rettangolo ABD il quadrato di AB è uguale al 
quadrato della perpendicolare AD, piu il quadrato della retta BD, 
ch’è la differenza delle due BC, CD; per conseguenza sarà il qua- 
drato di ABegnale al quadrato di AD, più il quadrato di BC, più 
il quadrato di DC, meno il doppio rettangolo diBC inCD(n.322). 
Ma i quadrati di AD, c di C.D presi insieme equivalgono al quadra- 
to di aC ( n. 308 ), dunque il qua drato di AB è uguale alla som- 
ma dei quadrati di AC, e di CB, men o il doppio rettangolo di BC 
in CD. 

2. Se la perpendicolare AD cadesse sul prolungamento di CB 
fuori dei triangolo ABC, avrebbe luogo la medesima dimostrazio- 
nei solamente la linea BD sarebbe la differenza delle linee CD, CB, 
mentre nel caso precedente era la differenza delle linee CB, CD. 
Il che bisognava dimostrare. 

330. Scolio. Questo teorema potrebbe enunciarsi in tal modo: 

Il quadrato del lato opposto ad un angolo acuto di un triangolo è 

uguale alla somma dei quadrali degli altri due lati, meno il doppio 
rettangolo contenuto da uno di questi due lati e dalla proiezione del- 
Faltro sul lato accennato, 

PBOPOSIZIONE Cll. — TEOREMA. 

331 . In un triangolo qualunque ABC, se si diiida la base BC per 
metà, e si congiunga il punto di mezzo E col vertice A dell angolo 
opposto, la somma dei quadrati degli diri due lati AB, AC è uguale 
a due volle il quadrato della congiungente AE, più due volte il qua- 
drato della semibase BE (fig. 74). 

l)im. Si obliassi sulla base BC la perpendicolare AD. 

Nel triangolo ottusangolo aBE il quadrato di AB è uguale alla 
somma dei quadrati di AE, e di EB, più il doppio rettangolo di 
BE in ED. Al contrario nel triangolo acutangolo AEC il quadra- 

II 
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to di AC è uguale alla somma dei quadrati di AE, e di EC, meno 
il doppio l'Cltaugolo di EC in EU. Ma il quadrato di EC è uguale 
ai quadrato d i EB, ed il doppio rettangolo di BE in EU è lo stesso 
Cile il doppio rettangolo di EC in EU, dunque la somma dei qua- 
drati di AB e di AC equi vale al doppio del quadrato di più il 
doppio del quadrato di BE, poiché il doppio rettangolo aggiunto 
e sottratto sì anno Ila. Il che bisognava dimostrare. 

332. Scolio. Nella fig. 74 si è supposto che la p rpendicolare 
AD cada dentro del triangolo ABC-, ma è manitesto che se cadesse 
fuori come nella fig. 78, il teorema avrebbe anche luogo (•). 

PROPOSIZIONE CUI — TEOREMA 

333. In ogni parallelogrammo ABCD la eomma dei quadrati dei 
quattro lati equi iole alla eomma dei quadrati delle due diagonali 
(fig. 45 ) 

Lim. Imperocché tirando le diagonali AC, BD, esse si taglieran- 
no scambievolmente in parti eguali nel punto 0(n. IC2); per con- 
seguenza nel triangolo ABC la somma dei quadrati dei lati aB, BC 
sarà (n. 331) eguale a due volte il quadrato di BO. più due volte 
il quadrato di AO.Parinieute nel triangolo ADC la somma dei qua- 
drati dei iati CD, DA è uguale a due volte il quadrato di OD, ov- 
vero di OB, più due volte il quadrato di AO. Laonde la somma dei 
quadrati dei quattro lati AB, BC, C.D, AD sarà eguale a quattro 
volte il quadrato di BO, più quattro volte il quadrato di aO. Ma il 
quadruplo del quadrato di BO è uguale al quadrato di BD (n.521). 


(*) Se in vece de’ quadrati delle rette AB, AC, AE, che tono ipoteou- 
le de’ tre triangoli rettingoll ABD, ADC , ADE , si mettano i quadrati 
de* cateti corrispondenti, il teorerai_qu\ sopra dimostrato darà 
BU’-t-D£*=2 BE* -t- 2 ÌD* 

vale a dire: 

» Se la base di un triangolo si divida in due parti egnali, e si con. 

> giunga il punto di meno col vertice delt’angolo opposto alla base, la 
» somma dei quadrati delle proiezioni degii altri due lati sulla basa è 
• uguale al doppio quadrato della semibase , più il doppio quadrato 
■> della proiezione della congiiingente sulla base medesima. 

Questo teorema trovasi negli Elementi di Euclide diviso in due pro- 
posizioni distinte nel modo seguente: 

1. » Se una retta BC ifìg. 74) è divisa in parti eguali nel punto E , 
» ed in parti disuguali nel punto D , i quadrati delle parti disuguali 
« BD, DC sono il doppio del quadrato della metà BE , e del quadrato 
■ del segmento intermedio ED. 

3. > Se alla retta BC >fig. 75) divisa per mezzo in E, si aggiunga per 

> diritto un' altra retta CD , i quadrati della composta BD , a dell'ag- 
» giunta CD sono il doppio del quadrato della metà BE , e della EO 
» composta della metà e dell'eggiunta. 
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ed il quadruplo del quadrato di AO è uguale al quadrato di 
AC*, dunque la somma dei quadrati dei Iati del parallelogram- 
mo ABCD è uguale alla somma dei quadrati delle diagonali. Il 
che bisognava dimostrare. 

CAPITOLO V. 

APPLICAUONB db’ PBIMaPJ CONTENUTI NB’ DUB CAPITOLI 
PBECEUENTI ALLA BISOLOZIONB DI ALCUNI PBOBLEUI. 

PEOPOSIZIONK CIV. — PROBLEMA. 

334. Uicidere una linea retta in un dato numero dt farti eguali 
0 in parti proporzionali a più rette date (flg. S8). 

Sol. Sia da dividersi in primo luogo la retta AB in un dato nu- 
mero di parti eguali, per esempio, in (re parti. Qai punto A si con- 
duca una retta indefinita AH, la quale faccia colla retta data un 
angolo qualunque*, indi sopra AH si prendano tre parti eguali aE, 
EF. FG, ad arbitrio; si congiunga il punto B col punto G, e si 
tirino in fine le rette FD, EC parallele a BG. La retta AB sarà 
divisa nelle tre parti eguali AC, CD, DB. 

In fatti le parallele CE, DF, BG dividono le rette AB, AG iu 
parti proporzionali ( n. 289 ); e perciò essendo eguali fra loro per 
costruzione le rette AE , EF, FG, ancora le rette AC, CD, DB 
devono essere eguali fra loro. 

Sia in secondo luogo da dividersi AB in parti proporzionali ad 
altre rette date. per esempio in tre parti.Si prenderanno sopra AH 
tre parti AE, EF, FG eguali rispettivamente alle tre rette date, 
indi si dimostrerà come sopra che la retta AB sarà divisa in tre 
pi rti proporzionali alle rette date. Il che bisc^nava fare. 

PBOPOSIZIONB cy.— PROBLEMA. 

335. Tracare la quarta proporzionale a tre rette date (fig. 76). 

Sol. Si tirino due rette indefinite, che facciano un angolo qua- 
lunque EAC. Si prenda AB eguale alla prima delle tre re tte date 
BE alla seconda, AD alla terza; indi si congiunga il punto B col 
punto D. e dal punto E si conduca EC parallela a BD: sarà DC 
la quarta proporzionale richiesta. Infatti (n. 286) nel triangolo 
AEC essendo BD parallela a EC, si avrà AB: BE : : AD: DC. Il die 
bisognava fare. 

3^. Scolio. La terza proporzionale a due rette date si trova 
colla stessa costruzione,cioè prendendo AB eguale alla prima delle 
due rette date, BE alla seconda, ed AD eguale pure alla seconda, 
di manifesto die DC sarà la terza proporzionale richiesta. 
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337. Trovare una media proporzionale fra due rette date (fig.77) 

Sol. Sopra una medesima retta si prendano le parli AB, BC u- 
guali risitftlivamante alle due rette date, indisi divida Atiindue 
parti eguali nel punto 0, e fatto centro in questo punto si descriva 
col raggio OA una mezza cìrconrerenza. Finalmente s'innulzi sul 
diametro AC la perpendicolare BD, e si prolunghi finché incontri 
la circonferenza in I); sarà BD la media proporzionale richiesta. 

Infatti, si tirino le corde DA, DC, ed il raggio DO. Essendo 
l)0=:()C, c DO=-OA come raggi, saranno isosceli i due triangoli 
DOC, e DOA: e per conseguenza (n. 403), sarà l’angolo 0DC=0(,D, 
e l’angolo ODA=OAD. Òr (|uesti quattro angoli presi insieme e- 
quivalgono a due angoli retti, perchè formano i tre angoli del 
triangolo ADC, dunque l’angolo ADC formato dagli angoli ADO , 
e CDO dev’essere eguale ad un angolo retto. Quindi il triangolo 
ADC è rettangolo; e perciò la perpendicolare DB è media propor- 
zionale tra le due rette AB BC( n. 505 ). 11 che bisognava fare. 

338. Scolio. L’angolo ADC nel semicerchio essendo retto, ed 
il triangolo DaC rettangolo, tulle le proprietà dimostrate (n. 504) 
rispetto al triangolo rettangolo si applicheranno al triangolo D \C 
con un semplice cangiamento di nomi, vale a dire, 

I a perpendicolare DB abbassata da un punto della circonferen- 
za sul diametro è media proporzionale fra i due segmenti AB BC del 
diametro medesimo. 

2° la corda DA, o DC, è media proporziemale fra il diametro ed 
il segmento adiacente alla corda medesima, 

3° I quadrati delle corde DA, DC stanno fra loro come i segmenti 
adiacenti .\B BC del diametro. 

4° Il quadralo di una corda DA , sta al quadrato della per- 
pendicolare DB Come il diametro al sei,mcnto adiacente edV altra 
curda DC. 

5° Il quadrato del diametro sta al quadrato di una corda DA, 
o DC come lo stesso diametro al segmento adiacente alla curda 
medesima. 

G® Il quadrato del diametro è uguale alla somma de'quadrati delle 
due corde DA, DC. 

PROPOSIZIONE CVII. — PROBLEMA 

339. Sopra una retta data costruire un rettangolo equivalente ad 
un rettangolo dato (fig. 49). 

Sol. Sia EF la retta data ed ABCD il rettangolo dato. Supposto 
risoluto il problema sia EFGH il rettangolo richiesto. Or essendo 
equivalenti i due rettangoli dovranno aver le basi in ragione reci- 
proca dello altezze; perciò si avrà la proporzione 
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EF : AB : : AD : EH. 

Quindi tesi tro\i una quarta proporzionale EH in ordine alle tre 
rette date EF, AB, AD, s’innalzi al punto E una perpendicolare 
eguale ad EH, e si compia il rettangolo EFGH, il problema pro- 
posto sarà risoluto. 

340. Scolio. È manifesto che con la costruzione precedente si 
può descrivere sopra una retta data un rettangolo equivalente ad 
un quadrato dato; in tal caso la retta EH sarà terza proporzionale 
alle due rette EF, ed AB, che sarà il lato del quadrato. 

PROPOSIZIONE C\lU. — PROBLE.ìJA 

341 . Costruire un quadrato equivalente ad un parallelogrammo o 
aduli triangolo dato (fig. 51). 

Sol. Sieno BC, ed AD la base c l’altezza del parallelogrammo o 
del triangolo. 

4. Si trovi una media proporzionale M fra la base BC e l’altezza 
AD, sarà M il lato dal quadrato equivalente al parallelognmmo 
ABCE.lnfatti dalla proporzione BC : M ; ; M : AD si deduce (n.214) 
che il prodotto di BC in AD è uguale al quadrato di M : ma quel 
prodotto è la misura del parallelogrammo, dunque il quadrato 
fatto sopra M è equivalente al parallelogrammo medesimo. 

2. Si trovi una media proporzionale IN fra le base BC e la metà 
dcH’allezza AD, sarà N il luto del quadrato equivalente al Iriango- 

AD 

lo ABC. Perocché essendo BC : N : : N : , sarà il prodotto del- 

2 

la base BC per la metà dell’altezza AD, ossia ( n. 2G8 ) l’.aja del 
triangolo, eguale all’aja del quadralo 11 che bisognava fare. 

342. Scolio. Poiché ogni poligono si può trasformare in un triaii- 
-golo equivalente (n. 283), ed ogni triangolo in un quadrato equi- 
valente, è manifesto che è sempre possibile di descrivere un qua- 
drato equivalente ad un poligono dato. In questa trasformazione 
consiste la quadratura delle figure rettilinee. 

PROPOSIZIONE CIX. — PROBLEMA 

343. Costruire un quadrato equiialente alla somma o alla diffe- 
renza di due quadrali ( fig. 78 ). 

Sol. Si tirino due rette indefinite che facciano tra loro l’angolo 
retto A, poi sopra fiiiesle rette si prendano le parti AC, AB rispet- 
tivamente eguali ai lati dei quadrati dati, c si congiunga il punto 
B col punto C : la retta BC sarà il lato del quadrato equivalente 
alla somma de’ quadrali dati; poiché BC è l’ipotcnusa del triango- 
lo rettangolo ABC, di cui i cateti sono AB, ed AC (n. 308). 

, Dovendosi formare un quadralo equivalente alla dilTerenza di 
due (jiiadrati, si prenda A C eguale al lato del quadrato minore, in- 
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di fallo centro in C e con un raggio GB eguale al Iato del quadrato 
maggiore si descriva un arco che tagli la retta indefinita AB in un 
punto B: sarà AB il Iato del quadrato richiesto. Infatti il quadrato 
del cateto AB è uguale al quadrato dell’ipotenusa BC meno il qua- 
drato dell’altro cateto AG (n. 308). Il che bisognava fare. 

344. Scolio. È manifesto che colla costruiiooe fatta più sopra 
si potrà costruire un quadrato eguale alla somma 'di quanti qua- 
drati si vorrà*, dappoicliè siccome a due se ne può sostituire uno, 
cosi a tre se ne potranno sostituire due, e quindi un solo a tutti 
tre. Nello stesso modo a quattro quadrati si potrà sostituire un 
solo, e cosi in progresso. 

PROPOSIZIONE ex. — PROBLEMA. 

543. Sopra und retta data detcrivere un poHyono sìmile ad un 
poligono dato (fig. 66). 

Sol. Sia ABGDE il poligono dato, ed OL la retta dat,*) , che si 
considera come lato omologo al lato GD. 

Si decomponga il poligono in triangoli per mezzo delle diago- 
nali AG, AD; indi si faccia l’angolo FLO eguale all’angolo aDG, 
e l’angolo FOL eguale all’angolo AED le due rette LF, ed OF 
s’incontreranno, perchè la somma de' due angoli accennati è mi- 
nore di due retti, e però si formerà il triangolo FOL, che sarà si - 
mile al triangolo AED (n. S90 Colla stessa costruzione si descri- 
verà sopra FL il triangolo FLH simile al triangolo aCD , e sopra 
FB il triangolo FGH simile al triangolo ABC. E evidente che il 
poligono FGHLO sarà il poligono richiesto (n. 312). 11 che biso- 
gnava fare. 

PROPOSIZIONE CXI. — PROBLEMA 

546. Essendo dati due poligoni simili, costruire un altro poligono 
simile ai due primi, e che sia eguale alla loro somma, o alla loro 
differenza (fig 80). 

Sol. Siano P, e Q i due poligoni dati. Supponendo il problema 
risoluto, e rappresentando con R il poligono richiesto, in virtù 
della similitudine de’ tre poligoni si avrà (n. 313). 

R : P : Q ; : 60’ : Hi* : Kc*. 

Ma dev’essere il poligono R eguale a'Ia somma, o alla differen- 
za de’ due poligoni P, e Q, dunque in virtù della proporzione ac- 
cennata anche il quadrato GO dovrà esser eguale alla somma o 
alla differenza de’due quadrati Hi, e KL (n. 229) (*}. Quindi se si 


(*) La propotliione ellsta io questo numero 229 si trova dimostrata 
per la somma, ma è manifesto che si applica anche alla differeiita. fa- 
cendo il dividendo in luogo del componendo. 
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descrìva un quadrato eguale alla somma, o alla differenza de’qua- 
drati di due lati omologhi HI, KL de’ poligoni dati P, Q, e sul la- 
to GO del quadrato accennato si costruisca un poligono R simile 
ad uno de’ poligoni dati, il problema proposto sarà risoluto. 

PROPOSIZIONE CXII. — PROBLEMA. 

347. Costruire un poligono simile al poliamo P, ed eauivalentè 
al poligono Q (fig. 8t ). 


Sol . Sia R il poligono richiesto. Dovendo essere simili i due po- 
ligoni P, e B staranno fra loro come ì quadrati delati omoli^hi AB 
CU ( n. 313 ); ma dev’esser R=-Q, perciò si4ivrà la proporzione 
P : Q : ” 

Quindi sarebbe conosciuto il lato CD del poligono richiesto R, 
M il rapporto de’poligoni dati P, Q potesse esprimersi per mezzo 
dei loro lati, ma non potendo ciò farsi , perchè i poligoni accen- 
nati non sono simili, si trasformerà il poligono P in un quadrato 
^ Ulvalente, di cui M sia un lato (n. 342), ed il poligono Q pure 
in un quadrato equivalente, di cui N sia un lato, allora sarà 
_ p : Q : : M* : N*. 

Paragonando questa proporzione con la precedente risulterà 
M* : N* ; ; AB* : co*. 

Ovvero (n. 238) M : N : : AB : CD. Dunque il problema propo- 
sto si riduce a trovare una quarta proporzionale CD in ordine 
alle tre rette M, N, AB, ed a descrivere sopra CO omologa a BA 
un poligono R simile al poligono dato P, allora R sara ancora equi- 
valente a Q. II che bisognava fare. 

PROPOSIZIONE CXIll. — PROBLEMA. 

348. Costntire un poligono simile ad un poligono dato, e che stia 
tt questo poligono nella data ragione dt M a N (fig. 80). 

Sol. Sia Q il poligono dato, e P il poligono richiesto. Per le con- 
dizioni del problema si avrà P : Q : : M : N. 

Ma i poligoni simili stanno fra loro come i quadrati de’Iati omo- 
loghi ; per conseguenza sarà P : Q : : hi* : ÌX*. Paragonando 
questa proporzione con la precedente risulterà 
in* : KE* : : M : N. 

Quindi il problema propostosi riduce a descrivere un quadra- 
to HI che stia al quadrato KL come M : N, problema che risolve- 
remo nella proposizione seguente. Se dunque si descriva sopra il 
lato HI omologo a KL un poligono P simile al poligono dato Q, 
il problema proposto sarà risoluto. 
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PROPOSIZIONE CXIV. — PROBLEMA. 

549. Costruire un quadrato che stia ad un quadrato dato nella 
data ragione di M a N ( fig. 79 ). 

Sol. Essendo nel semicerchio ABD i quadrali delle corde DA, 
DB come i segmenti AC, CB del diameiro (n. 538), sarà facile ri- 
solvere il problema proposto. 

Si faccia AC=M, c CB=N, indi sopra AB come diameiro si de- 
scriva il semicerchio A DB; al punto C s’innalzi sul diametro la 
perpendicolare Cl), e si tirino le corde D A, DB. È manifesto che 
se la corda DB fosse ugual* al lato Q del quadrato dato , l’altra 
corda DA sarebbe il lato del quadrato richiesto; nel caso contra- 
rio supponiamo DB>Q, allora si prenderà DO=Q, e dal punto 0 
si condurrà la retta OS parallela al diametro AB : si avrà la jiro- 
porzione (n. 287) DA : DB ; ; DS ; DO, ovvero ùÀ’ : uu‘ 1 '. Uà"* : 
l)u*. Ma il quadrato di DA sta al quadrato di DB come M a N, dun- 
que sacà * ; M : N, e però DSè il lato del quadrato ri- 

chiesto. 

Finalmente se BD<Q, si prenderà DE=0, e la retta EF paral- 
lela al diametro AB darà DF, che sarà il lato del quadrato cerca- 
lo. lidie bisognava fare. 

550. Scolio. È facile vedere che per trovare due quadrali, di 
cui il rapporto sia eguale a quello di due rette M, e N, basta pren- 
dere AC=M, CB=N, descrivere sopra AB il semicerchio ADB , 
innalzare sul diametro AB la perpendicolare CD, e tirare in fine 
le corde DA, DB, che saranno i lati de’ quadrati richiesti. 

PROPOSIZIONE CXV.— PROBLEMA. 

551. Trovare due linee., il cui rapporto sia eguale al rapporto di 
due quadrati dati (fig. 6 1). 

Sol. Si pongano ad angoli retti i lati AB, AC, dei due quadrati 
dati, si congiunga il punto B col punto C. e si abbassi dà| vertice 
A dell’angolo retto la perpendicolare AD sopra l’ipotenusa BC; i due 
segmenti BD, DC di questa ipotenusa saranno le linee richieste. 

Infatti, si è dimostrato (n. 506) che nel triangolo rettangolo i 
quadrati dei cateti stanno fra loro come i segmenti adiacenti del- 
l’ipotenusa. Il che bisognava fare. 

552. Scolio ì. Il problema precedentesi potrebbe ancora risolvere 
in un altro modo, cioècon trovare la terza proporzionale, che chia- 
meremo X, in ordine ai lati A e Bdei due quadrati dati (fig. 82). 

Infatti essendo le rette A, B, X continuamente proporzionali, 
la prima A starà alla terza X come il quadrato dì A al quadrato 
di B (n. 241). 

535. Scolto II. Potendosi un poligono qualunque trasformare 
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in un quadralo equivalente , si comprende facilmente che con 
la costruzione sopraddetta potrebbero trovarsi due linee il cui 
rapporto fosse eguale al rapporto di due poligoni qualunque (•), (*) 


(*) La riduiioDe del rapporto di due poligoni qualunque a quello di 
dne linee è «no dei più ^ili risultamenli, che si possono ottenere dal- 
la geometria. Ma questo risnltauiento resterebbe nel campo delie astra- 
zioni se mancasse il mezzo di esprimere il rapporto dì uue linee in nu- 
merilo esattamente o per approssimazione , secondo ibe le dette linee 
sono commensurabili , o iucommensurabili. Ciò marita di essere osser- 
vato; dappoiché la geometria deve servire alle applicazioni , a non git 
ad alimentare una sterile contemplazione. 
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LIBRO III. 

delle PROPRIETÀ' DEL CERCUK). 


354. Il cerchio considerato in se stesso non presenta altra pro- 
prietà se non quella inerente alla sua definizione^ propriel à la qua- 
le offre il mezzo di determinare con la legge di continuità una se- 
rie di punti equidislunti da un punto dato, e ciò è bastato per la 
costruzione di tutti i problemi precedentemente risoluti. Ma se il 
cerchio si considera nel suo incontro colla linea retta, si vedranno 
nascere proprietà importantissime, che vengono ad esso comuni- 
cate dalle figure rettilinee risullanti dalle sue intersezioni con linee 
rette variamente situate.Lo studio delle proprietà del cerchio sotto 
questo aspetto merita la più grande attenzione; dappoiché la linea 
retta è il termine di paragone deile linee curve , senza del quale 
non si potrebbero conoscere le affezioni di qualsisia curva. 

355. Negli elementi di Geometria si espongono sostante le pro- 
prietà più comuni del cerchio. Di queste andiamo ora ad occupar- 
ci; ma prima di esporle convien premettere le due seguenti defi- 
nizioni : 

Definitione I. Segmento di cerchio è la figura compresa fra l’ar- 
co e la corda. 

Definizione //. Settore è la figura compresa fra un arco e i due 
raggi condotti all’estremità di esso. 

3.>6. È facile vedere che ad una medesima corda AB ( fig. 83 ) 
corrispondono due archi ADB,AECB, e per conseguenza due seg- 
menti; ma nelle seguenti proposizioni s’intende sempre parlare 
del più piccolo, purché non si avverta il contrario. 

CAPITOLO I. 

DEGLI ABCHI B DELLE GOBBE. 

PROPOSIZIONE CAVI. — TEOREMA. 

337. Una linea retta non può incontrare la circonferenza di un 
cerchio in più di due punti (fig. 83). 

Dim. Imperocché se una linea retta potesse incontrare la circon- 
ferenza in tre punti A, B, C, tirando i raggi OA, OB, OC, vi sa- 
rebbero tre rette eguali condotte da uno stesso punto 0 sopra una 
medesima linea retta ABC; il che è impossibile (n. 114). Dunque 
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una linea retla non può incontrare la circonferenza in più di due 
punti. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE cnsw.— TEOREMA 

568. Ogni diametro divide il cerchioi e la sua drconferensa in 
due parti eguali (fìg. 83). 

Dim. Sia AC un diametro qualunque. Si applichi la figura mi- 
stiliiiea AEG sopra la figura AÓBC, conservando la base comune 
AC; è manifesto che la linea curva AEC dovrà coincidere colla 
linea curva AUBC, altrimenti o nell’una o nell’altra vi sarebbero 
punti non egualmente distanti dal centro O, il che non può essere. 
Ounque il diametro divide il cerchio, e la sua circonferenza in 
due parti eguali. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE Cxvm—TEOREUA 

359. Ogni corda è minore del diametro ( fig. 83 ). 

Dim.S'và AB una corda qualunque; per una delle sue estremità 
A si tiri il diametro AC; poi si conduca il raggio 06. Nel trian- 
golo AOB il luto AB è minore della somma degli altri due OA, 
OB; ma la somma di questi due raggi è eguale al diametro AC; 
dunque ogni curda è minore del diametro. Il che bisognava di- 
mostrare. 


PROPOSIZIONE CXIX— TEOREMA. 

360. !n un medesimo cerchio , o in cerchi eguali , gli archi 
eguali sono sottesi da corde eguali ; reciprocamente le corde e- 
guali sottendono archi eguali (fig. 84). 

Dim. Sia l’arco AMO eguale all’arco ENG, dico che la corda 
ad sarà eguale alla corda EG. 

Perocché essendo eguali i due cerchi, soprapponendo il diame- 
tro AB al diametro EF, la semicirconferenza ,\MDB coinciderà 
colla semicirconferenza ENGF, e 1’ arco AMI) con 1’ arco ENG, 
cd il punto D col punto G; onde la corda AD sarà eguale alla 
corda EG. 

Beciprocamente se la corda XD è eguale ad EG, sarà l’arco 
AMD eguale all’arco ENG. Imperocché tirando i raggi CD, OG, 
i due triangoli ACD, EOG avranno i tre lati rispettivamente e- 
guali, e per conseguenza saranno eguali. Laonde applicando il se- 
micerchio ADBsul semicerchio EOF, l’angolo ACD caderà sul suo 
eguale EOG, e però l’aico AMD coinciderà evidentemente con 
l’arco ENG. Il che bisognava dimostr.re. 
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361 . Corollario. La dimostrazione precedente fa conoscere chia- 
ramente che, quando due archi dun medesimo cerchio., odi cerchi 
eguali, sono eguali , 

1. Gli angoli ai centri ACD , EOG sono eguali, e reciprocd- 
mente ; 

2. l settori AMDC, ENGO, edi segmenti AMDm, ENGn sono an- 
che eguali. 


PBOPOSIZIONE CXX— TEOREMA. 

302. In un medesimo cerchio, u in cerchi eguali, il maggiore di 
due archi è sotteso danna corda maggiore, e reciprocamente, Mrché 
i delti archi sieno minori di una semicirconferenza ( fig. 8i V 

Dim. Sia l’arco AH maggiore deU’arco AD •, dico che la corda 
AH è maggiore della corda AD. Infatti tirando i raggi CD, CH, si 
avranno! due triangoli ACH, ACD, ne’ quali i due lati AG, CH 
sono eguali ai due lati AG, CD; ma l’angolo ACH è maggiore del- 
l’angolo AGO; perciò (n. 85) sarà il terzo lato AH maggiore del 
terzo lato AD. 

Heciprocamente, se la corda AH è maggiore della corda AD, si 
conchinderà per mezzo degli stessi triangoli ACH, ACD che l’an- 
golo ACH è maggiore deU’angolo ACD ( n. 8 i e per conseguen- 
za sai a l’arco AH maggiore dell’arco AD. 11 che bisognava dimo- 
slrare. 

3G3. Scolio. Si è supposto che gli archi dati fossero minori del- 
la semicirconferenza-, poiché è manifesto che se fossero maggiori 
.avrebbe luogo la proprietà contraria. 

PROPOSIZIOAE CXXl. — TEOREMA. 

301. H ra itio perpendicolare ad una corda divide tanto questa 
corda, quanto l’arco sotteso in due parti eguali (fìg. 83). 

Lim.Sia il raggio CG perpendicolare alla corda AB, e si condu- 
cano i raggi C V, CB, come pure le corde AG, BG. 

Essendo retti gli angoli formati intorno al punto D, i triangoli 
ADG, DCB, ADG, BDG saranno rettangoli. Ora ne’ due primi il ca- 
teto CD è comune , e la ipotenusa CA=CB come raggi, dunque 
l’allro cateto AD sarà eguale a DB (n. 308)-, e però la corda AB è 
divisa in due parti eguali nel punto D. Parimente negli altri due 
triangoli essendo il cateto AD=DB, ed il cateto DG comune, sa- 
rà la ipotenusa AG=GB, ossia la corda AG eguale alla corda GB; 
ma corde eguali sottendono archi eguali (n. 360) , dunque l’arco 
AG=GB, e per conseguenza l’arco AGB rimane diviso per metà 
nel punto G. Il che bisognava dimostrare. 

365. Scolio. Dalla dimostrazione precedente risulta manifesto 
che il centro , il punto di meixo d'un arco , ed il punto di mezzo 
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de,Ua sua corda si trovano sopra una medesima linea retta perpen- 
dicolare ad essa corda. Ma bastano due punti per determinare la 
posizione di una lìnea retta dunque ogni linea retta che passa 
per due dei tre punti accennati passerà necessariamente anche 
pel terzo; e sarà perpendicolare alla corda. 

• 366. Corollario. Due corde AB, DC (fig. 9o,), che non passano 
pel centro del cerchio non possono segarsi per mezzo ; poiché se 
ambedue fossero divise in due parti eguali nel punto 0 , la retta 
che congiunge il centro col punto 0 d' intersezione sarebbe perpen- 
dicolare alle due corde; ed allora dal punto 0 si potrebbero in- 
nalzare due perpendicolari alla retta mentovata; il che è assurdo 
(n. 50). 

TROPOSIZIONE CXXn — PROBLEMA. 

307. Dividere un arco in due parti eguali ( fig. 21 ). 

Sol. Sia BOD l’arco dato. Si tiri la corda BD , la quale si divida 
in due parti eguali nel punto C; indi da questo punto s’innalzi 
sulla corda accennata la perpendicolare C \ , che si prolunghi Hno 
all’incontro dell’ arco BO ; il punto d’incontro 0 sarà il punto di 
mezzo dell’arco in virtù della proposizione precedente. 11 che In- 
sognava dimostrare. 

368. Scolio. È manifesto che divìdendo con la costruzione indi- 
cata ciascuna metà dell’ arco BD in due parti eguali, risulterà 
tutto l'arco diviso in 4 parti eguali, e sì vede subito come potreb- 
be divìdersi in 8, in 16^ in 32, ecc. parti eguali. 

PROPOSIZIONE CXXWl.— TEORE. MA 

309. Lue corde eguali sono egualmente distanti dal centro , e di 
due corde disuguali la minore è la più distante dal centro (fig. 86). 

Dim. 1° Sieno le corde AB, DE eguali; sì abbassino dal centro 
le perpendicolari CF, CG, e si conducano i raggi C a CD. 

Ne’ triangoli rettangoli CAF, DCG le ipotenuse CA , CD sono 
eguali come raggi di un medesimo cerchio: parimente i cateti AF, 
DG sono eguali come metà delle corde eguali AB , DE ( n. 364 ) ; 
dunque gli altri due cateti CF, CG saranno eguali (n.308), e però 
le corde eguali AB, DE sono equidistanti dal centro. 

2° Sia ora la corda AH maggiore della corda DE; dovrà essere 
l’arco ANI! maggiore dell’arco DME (n.362) si prenda dunque 
sull’arco AMI la parte ANB=DME, si tiri la corda AB, c si abba- 
sino le perpendicolari CF, CI sulle corde AB, AH. 

La perpendicolare CI è minore dell’obliqua CO ( n. tl2 ), ed a 
più forte ragione sarà minore della perpendicolare CF; ma questa 
è Uguale a CG, dunque sarà CI minore di CG, e per conseguenza 
dì due corde disuguali, la minore è la più distante dal centro. Il 
che bisognava dimostrare. - 
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CAPITOLO II. 


DELLA MISDBA DEGLI ANGOLI. 

370. Analogamente a quanto abbiam detto nel 361 per un 
caso particolare, si chiama in generale onyolo al centro ogni ango- 
lo che ha il vertice nel centro di un cerchio, ed è perciò rormuto 
da due raggi. Si dirà poi angolo iscritto quello il cui vertice è al- 
la circonferenza ed è formato ila due corde. Passiamo ad occupar- 
ci della misura di queste due specie di angoli. 

FBOPOSIZIONE TEOREMA. 

371. In un medesimo cerchio, o in cerchi eguali, gli angoli ed cen- 
tro stanno fra loro come gli archi compresi fra t loro lati (fig. 87). 

Dim. Siano gli angoli al centro ACB , ACD, dico che stanno fra 
loro come gli archi AB, AD . 

Imperocché supponendo primieramente che gli archi sieno com- 
mensurabili, e che la loro comune misura K portata ripetutamente 
su gli archi AB, AD sia contenuta m volte nel primo, ed n volte nel 
secondo, è manifesto (n. 361) che congiunti i vertici de’due ango- 
li dati con i punti di divisione de’due archi, l'angolo ACB rimarrà 
diviso in m parti eguali, e l’angolo AGO in n parti eguali , onde 
l’angolo ACB starà all’angolo ACD come l’arco AB all’arco AD. 

Che se poi gli archi AB, AD fossero incommensurabili fra loro, 
la proporzione precedeiile sussisterebbe in egual mudo. Infatti si 
faccia l’angolo ACD' eguale all’angolo ACD, e si supponga che la 
ragione dei due angoli aCB, ACD' in luogo di equivalere a quella 
degli archi AB, AD', equivalga a quella degli archi aB, AO, essen- 
do AO maggiore di AD'. Qualunque differenza passi fra AO, ed 
AD', è chiaro die si poira sempre dividere l’arco AB in 9, in 4, 
in 8, ec. parti eguali, fino ad avere parti cosi piccole che una al- 
meno delle divisioni cada in qualche punto I fra D' ed 0. In tal 
caso condotto il raggio CI, gli archi aB, Al saranno commensu- 
rabili, onde si potrà stabilire la proporzione 
ACB : AGI : ; AB ; AI. 

Ma per ipotesi si ha 

ACB : ACD' : : AB : AO; 

dunque essendo in queste due proporzioni gli antecedenti eguali, 
si avrebbe (n. 227) fra i conseguenti la proporzione 
AGI : ACD' ; : AI : AO 

la quale è insussistente, poiché l’antecedente AGI è maggiore del 
conseguente ACD', mentre l’altro antecedente Al è minore del con- 
seguente AO. Nello stesso modo si ragionerebbe se l’arco AO si 
supponesse minore dell’arco AD'; dunque dovrà essergli eguale, 
e però in tulli i casi gli angoli ai centri di cerchi eguali stanno d'- 
ine gli archi compresi fra i loro lati. 11 che bisognava dimostrare. 
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PROPOSIZIONE CXXV.— TEOREMA 

J74. L’angolo al centro haper misura Parco compreso fra % suoi 
lati (fig. 87). 

Dim. Dalle nozioni generali date nei (n. 213) intorno alla mi- 
sura delle quantità si desume che per misurare un angolo qualun- 
que basta trovare il suo rapporto ad un angolo conosciuto preso 
per unità di misura*, e siccome l’angolo retto è invariabile , così 
esso è stato prescelto per unità di misura degli angoli, onde vo- 
lendosi misurare l’angolo al centro ACD , la quistione si riduce a 
trovare il suo rapporto coll’angolo retto. Ma da un’altra parte l’ar- 
co di cerchio compreso tra i lati d’un angolo retto, che ha il ver- 
tice al centro d’un cerchio, essendo la qnarta parte della circon- 
ferenza, 0 un quadrante^ si avrà pel teorema precedente 

Angolo ACD : Angolo Retto : Arco AD : Quadrànte: 

dalla quale proporzione si deduce che il numero, da cui viene e- 
spresso il rapporto dell’arco AD al quadrante, esprime ancora il 
rapporto dell’ angolo ACD all’angolo retto ; e perciò si dice che 
l’angolo al centro ha per misura l’arco compreso fra i suoi lati. 11 
che bisognava dimostrare. 

373, Scolto. Da cièche precede apparisce chiaramente die quan- 
tunque la misura degli angoli per mezzo degli archi dì cerchio sìa 
in certo modo indiretta. pure è facile ottenere dagli archi la misu- 
ra diretta ed assoluta. Infatti se si paragona l’arco che serve di mi- 
sura ad un angolo dato col quadrante, si avrà il rapporto dell’an - 
golo accennato all’angolo retto*, vale a dire si avrà la misura as- 
soluta dell’angolo dato. È stata preferita la misura indiretta alla 
misura assoluta, perchè la prima riesce più comoda nella pratica. 

PROPOSIZIONE CXXn.^TEOREMA 

37i. L’angolo iscritto ha per misura la metà delVarco compreso 
fra i suoi lati (fig. 88). 

Dim. Sia l’angolo iscritto BAD*, dico che avrà per misura la me- 
tà dell’arco BD compreso fra i suoi lati. 

Supponiamo in primo luogo che il centro 0 del cerchio sia 
situato sopra uno de’ lati AD, e si conduca il raggio OB. ^angolo 
• BOD, esterno al triangolo BAO, è uguale alla somma dei due in- 
terni opposti OAB, AM ( n. tOO ) : ma il triangolo ABO essendo 
isoscele si ha l’angolo OAB eguale all’angolo ABO; dunque l’ango- 
lo BOD è doppio dell’angolo B.AD. Ora l’angolo BOD, come angolo 
al centro, ha per misura l’arco BD*, dunque l’angolo BAD avrà per 
misura la metà dell’arco BD. 

Supponiamo iu secondo luogo che il centre cada dentro l’angn- 
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lo BvD (flg. 89); si tirino il diametro AE, ed i raggi OB, OD. Per 
la dimostrazione precedente sarà l’angolo BOE doppio dell’angolo 
BaO, e l’angolo DOE doppio dell’angolo DAO , per conseguenza 
l’angolo al centro BOD sarà doppio dell’angolo iscritto BAD. Laon- 
de anche in questo caso l’angolo iscritto ha per misura la metà 
dell’arco compreso fra i suoi lati. 

Finalmente supponiamo che il centro 0 cada fuori dell’angolo 
BAD (fig. 90); si tiri il diametro AE. L’angolo BAE ha per misu- 
ra la metà dell’arco BE’, parimente l’angolo DAE ha per misura la 
metà dell’arco DE’, dunque l’angolo BAU , che è la differenza dei 
due angoli accennali, avrà per misura la metà dell’arco OB diffe- 
renza degli archi BE, DE. Quindi in tutti i casi i’ angolo iscritto 
ha per misura la metà dell’arco compreso fra i suoi lati. Il che bi- 
sognava dimostrare. 

375. Corollario /. Gli angoli AMB, ANB iscritti nel medesimo 
segmento di cerchio AMNB ( fìg. 91 ) sono eguali , perchè tutti 
hanno per misura la metà di un medesimo areo AGB. 

II. Ogni angolo ABC (fig. 63) iscritto nel semicerchio è retto ; 
stantechc ha per misura la metà della semicirconferenza AEG, os- 
sia un quadrante. Questa importante verità è stata g'à dimostrata 
(n. 337). 

III. Ogni angolo AMB (fig. 91) iscritto in un segmento maggio- 
re del semicerchio è acuto, avendo esso per misura la metà del- 
l’arco AGB minore della semicirconferenza. 

Al contrario ogni angolo AGB iscritto in un segmento minore 
del semicerchio è ottuso, perchè ha per misura la metà dell’arco 
AMB maggiore della semicirconferenza. 

IV. Gli angoli opposti aNB, ed AGB (fig. 91) di un quadrilatero, 
di cui i vertici trovansi allogati sulla circonferenza , sono presi 
insieme eguali a due retti’, perocché la somma dei due archi che 
misurano questi angoli è uguale alla semicirconferenza. 

• F. Ogni angolo eccentrico BOC (fig. 95) ha per misura la se- 
misomma degli archi AD, BC compresi fra i suoi lati perchè essen- 
do esterno del triangolo OBD eguaglia la somma degli angoli B, 
e D, i quali hanno per misura la metà degli archi AD, BC. 

Inoltre ogni angolo BOC (fig. 96) il cui vertice è fuori del cer- 
chio, ha per misura la semidifferenza degli archi BC, AD compre- 
si fra i suoi lati’, perocché l’angolo BOC è differenza fra l’esterno 
BAC, e l’interno AGO del triangolo AOC, e gli angoli BAC , AGO 
sono misurati dalle metà degli archi BG, AD. 

VI. L’angolo al centro è doppio dell’angolo che ha il vertice al- 
la circonferenza, e che poggia sullo stesso arco. Infatti, il primo 
ha per misura l’intero arco, mentre il secondo ha per misura la 
metà di questo medesimo arco. 
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CAP ITOLO IH. 

DELLE TANGEVri G DELLE SECINTI DEL CERCHIO. 

376. Definizione /. Una linea retta che ha un solo punto di co- 
mune colla circ< nferenzu del cerchio dicesi tangente; e questo pun- 
to comune chiamasi pin/o di conlatto, o semplicemente contatto. 

377. /)e^i:t<OTe //. Ogni retta che taglia la ciiconferenza del 
cerchio in due punti, e che è prolungata al di fuori, dicesi secante. 

EROPOSIZIONE CXXVII. — TEOllEMA. 

378. La perpendicolare innalzata da un punto della circonferen- 
za del cerchio stU raggio che passa per questo punto, è una tangente 
del cerchio : reciprocamente ogni tangente è perpendicolare al raggio 
condotto al punto di contatto (^fig. 92). 

Dim. Sia BC perpendicolare al raggio .\0 -, dico che sarà tan- 
gente del cerchio ExD. Imperocché l’obliqua OB condotta ad ar- 
bitrio dal centro sopra BC è maggiore della perpendicolare 0 A, o 
della sua eguale OD *, e però il punto Bè fuori del cerchio, e la 
retta BC non avendo di comune colla circonferenza che il solo 
punto A, sarà tangente del cerchio medesimo. 

Reciprocamente , se BC tocca la circonferenza nel punto A , 
qualunque retta OB condotta dal centro 0 sopra BC avrà una parte 
DB fuori del cerchio, eccettualo soltanto il raggio OA-, per conse- 
guenza la retta OA sarà la più corta di tutte le lineo che dallo stes- 
so punto 0 si possono condurre ad una medesima retta BC*, e però 
sarà perpendicolare a BC (n. 112). Il che bisognava dimostrare. 

379. Corollario. La retta AB essendo la sola perpendicolare che 

si possa innalz are sul raggio AO dal punto A , ne segue che 
per un dato p unto delia circonferenza non si può condurre che 
una sola tangente. > 

PROPOSIZIONE cxxnil. — TEOREMA. 

380 . L'angolo formata da una tangente e da una corda ha per mi- 
sura la metà delVarco compreso fra i suoi lati ( fig. 93 ). 

X 

Dim. Al punto di contatto ^ si conduca il diametro aD. L’an- 
golo BxD essendo retto (n. 378) ha per misura la metà della se- 
micirconferenza ACD*, parimente l’angolo iscritto C|AD ha per mi- 
sura la metà dell’arco CD, dunque l’angolo B,\C formato dalla tan- 
gente BA e dalla corda Ali, che è la dilTerenza du'due angoli 
BaD, CAD, avrà per misura la metà duU’arco Ati, differenza degli 
archi ACD, e CO. 

Nello stesso modo si dimostra che l’angolo F.AC, che^ la som- 
ma degli angoli E\D, CAD , ha per misuni la metà dell’ arco 

13 
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ANhC. Dunque l’angolo formato da una tangente e da una corda 
è misurato dalla metà dell’arco c ompreso fra i suoi luti. Il die bi- 
sognava dimostrare. 

381. Scolio. Siccome l’angolo ANC. iscritto nel segmento di cer- 
chio ANDC ha per misura la metà dell’arco AC, ne segue che l’on- 
golo formato da una tanr,evle e da una corda i Uguale altangolo 
iterino nel segmento alterno del cerchio. 

PBOPOSIZIONE CXXÌi.— TEOREMA. 

382. Gli archi intercetti in un medetimo cerchio, fra due secanti 
parallele , o fra una tangente ed una secante parallele, tono eguali 
( fig. 94 ). 

Dim. Sieno le secanti BC, DE, e la tangente FG parallele fra 
loro, e sì conduca il raggio 0 \ . Essendo OA perpendicolare ad 
FG, lo sarà ancora alle secanti BC, DE ( n. 69 )) laonde ( n. 564) 
dividerà in due parli eguali gli archi BAG e DAÉ. t er conseguen- 
za se dagli archi AB ed AG, eguali come metà deU’arco BAC, si 
tolgano gli archi AD ed AE, eguali come metà dell’arco DA E, 
resterà l’arco BD eguale all’arco CE*, il che dimostra la prima par- 
te del teorema: l’eguaglianza degli archi AB ed AG dimostra poi 
la seconda. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE CXXX— TEOREMA. 

383. Le parti di due corde, che si tagliano in un cerchio, sono re- 
ciprocamente proporzionali ( fig. 95 ). 

Dim. Le corde AB, GD si tagliano nel punto Ch dico die sì avrà 
AO : DO ; : CO : OB. 

Imperocché conducendo AG e BD si hanno i triangoli AC0,60D, 
ne’quali gli angoli in 0 sono eguali come opposti al vertice , e 
l’angolo A è uguale all’angolo D perchè iscritti in un medesimo 
segmento di cerchio CADB\n. 375), dunque questi triangoli sono 
simili (n. 295), ed i lati omologhi danno la proporzione 
AO : DO : : CO : OB. 

Il che bisognava d'imostrare. 

384. Corollario. Poiché in ogni proporzione il prodotto dei ter- 
mini estremi è uguale a quello dei medj ( n. 210 ), si avrà 

AO><OB=DOxOC 

vale a dire che se due corde ti taglùmo in un cerchio il rettangolo 
compreso fra le due parti detVuna è equivalente al rettàngolo com- 
preso fra le due parti delHaltra. 

PROPOSIZIONE CXXXl— TEOREMA. 

385. Lue secanti che partono da un punto preso fuori del cer- 
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chio, e t^irmimno alh parte conoava delia circonferenxa, sono re- 
ciprocamente proporzionali alle loro parti esterne ( fig. 96 ). 

1^'m. fileno le due secanti OB, OC condotte dal punto Oj dico 
f I avrà 

OB: OC : ; OD: OA. 

Infatti tirando AC, c BD, i triangoli OAC, OBD hanno 1’ angolo 
0 comune, e gli angoli B e C eguali come iscritti nello stesso seg- 
mento ABCD (n. 375), dunque questi triangoli sono simili, ed i 
lati omologhi danno la proporzione 

OB: OC ; : OD: OA. 

Il die bisognava dimostrare. 

386. Corollario. Dalla precedente proporzione si deduce che 
OBxO\=OCxOD ; 

vale a dire, n«i cerchio i rettangoli delle secanti, che partono da un 
medesimo punto, nelle loro parti esterne sono equivalenti. 

3S7. Scolio. Le due proposizioni precedenti possono essere riu- 
nite in una sola che si enuncia così; se due secanti s'incontrano 
dentro o fuori del cerchio le quattro partii esse, che sono com- 
prese fra il punto Sincontro e la circonferenza, sono reciprocamen- 
te proporzionali. 

PBOPOSIZIONB GZXXll. — TEOREMA 

388. Se da un punto prèso fuori del cerchio si conduca una 
tangente , ed una secante , la tangente scarà media proporzionale 
fra la secante e la sua parte esterna ( fig. 97 ). 

Dim. Dal punto 0 si conduca la tangente OA , e la secante 
OC; dico che si avrà 

OC: OA : : OA: OD. 

Imperocché, tirando le corde AD, AC, risulteranno i triangoli 
OaD OaC, ne’quali l’angolo 0 è comune ad ambidue, e l’angolo 
OAD formato da una tangente e da una corda è eguale all’angolo 
C iscritto nel segmento alterno ACD; dunque i due triangoli sono 
simili, e si ha la proporzione 

OC: OA : : OA: OD. 

Il che bisognava dimostrare. 

389. Corollario. Poiché in una proporzione continua (n. 21 1 ) 
il prodotto de’termini estremi è uguale al quadrato del termine 
medio, si avrà 

OCxOD=OA^ , 

vale a dire che t7 della tangente è equii alente al rettan- 
golo della secante nella sua parte esterna. E si osservi che que- 
sta proposizione è un caso particolare della precedente^ nei quale 
una delle secanti, divenendo tangente, si confonde con la sua 
parte esterna, cd il rettangolo si cambia in quadrato. 
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C A P I T 0 L 0 IV. 

UELLE INTERSEZIONI E DE ’ CONTATTI UE’ CERCHI. 

oOO. Definizione /. Due circonferenze s’in/cmjono quai. . j 
parte di ciascuna di esse entra ncll’aja del cerchio tcniiiiiatu'f. t! 
ralira. ^ 

'òd\.' Definizione It. Due circonferenze si loccatio quando han- 
no un solo punto di comune, il quale si chiama punto di contatto, 
o contatto. 

PaOPOSIZlOISE cxxxiii.— teorema. 

Ó92. Per 'tre punti non situati in linea retta può sempre pas 
sare una circonferenza di cerchio, e non può passarne che una 
sola ( fig. 08 ). 

• 

Dim . Siano A, B, C, i ire punti dati. Si uniscano con le rette 
AB, BC, le quali si dividano per metà ne’punti D, F, e s’innalzi- 
no su di esse le perpendicolari DS, FG, che s’incontreranno in 
un punto 0. Infatti, se si congiunga il punto D col punto F, la 
somma degli angoli interni da una stessa parte F.ltF, GFD è mi- 
nore di due retti, perchè l’angolo EDF è parte dell’angolo retto 
EDB, e l’angolo GFt) è parte dell’angolo retto GFB. 

Si uniscano le rette OC, OB, OA; ed essendo aD=DB, le obli- 
que OA, OB saranno eguali (n. H2); e similmente sarà OB— OC. 
Òuindi la circonferenza descritta col centro 0 e col raggio 0\ 
passerà per i tre punti dati A, B, C; nè per gli stessi punti potrà 
passare altra circonferenza. Perocché, se ciò fosse possibile, il cen- 
tro di questa seconda circonferenza dovrebbe sempre trovarsi sul- 
le due perpendicolari I)E, FG, altrimenti non potrebbe essere 
equidistante da’piinti A, B, e dai punti B, C. Ma quelle due rette 
non possono avere più di un punto 0 di comune; dunque una è la 
circonfi ronza che può passare per i tre punti dati. Il che bisogna- 
va dimostrare. 

393. Corollario l. Se da Tin punto preso dentro di un cerchio 
si tirino alla circonferenza tre rette eguali, quel punto sarà il 
centro del cerchio. 

Infatti, se le rette OA, OB, OC (fig. 98 ) sono eguali, congiun- 
gendo il piinloO con i punti di mezzo D, e F delle corde AB, BC, 
le rette OD, OF per le proprietà de’triangoli isosceli OBA, OBC 
saranno perpendicolari ad esse corde; c però per le cose dette qui 
sopra il punto 0 sarò il centro del cerchio. 

394. Corollario li. Due circonferenze non possono avere più 
di due punti di comune senza confondersi in una sola. 

PBOPOSIZIONE CXXXIV. — TEOREMA. 

393. Se due circonferenze hanno due punti cU comune s'inler- 
stgano (fig. 99). 
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l'im. 8biio due circonferenze DHC, e CEH, oCE'H, clic abbia- 
no i punti 11, (j di cumiinc: dico che queste circonferenze devono 
inlersegarsi. 

Infatti, non volendo che la circonferenza CEH penelri nel cer- 
chio DHC, o che la circonferenza CE'H esca fuori del cerchio me- 
desimo, bisognerebbe supporre che le circonferenze , oltre i due 
pjinli H, C, avessero di comune tutto l’arco HC, ed allora le due 
circonferenze avendo più di due punti di comune si confondereb- 
bero in una sola. Dunque se le due circonferenze si trovano situa- 
le come nella figura, devono necessariamente intersegarsi. 

l‘otrebbe supporsi che le due circonferenze fossero disposte in 
modo che la linea HC, la quale unisce i due punti ad esse comuni 
passasse pel centro di uno dei due cerchi, come nella fig. 100, o 
chelosse una corda comune ad entrambi, come nella fig.tOl; ma 
1 impossibilità di queste due supposizioni si rende manifesta dalla 
seguente dimostrazione che si applica ad ambidue i casi. 

«appresentino A, B i centri de’cerclii (fig. 100, 101); si uni- 
scano questi centri, c si prolunghi la congiiingente sino alla cir- 
confereiiM esteriore, indi si conduca il raggio BC. Nel triangolo 
ABC, siirà il lato AC minore di AB-i-BC*, e poiché BC=B1), come 
raggi di un medesimo cerchio, ed AC=AE per la stessa ragione, 
sarchi» AE minore di AB-t-BD , cioè il lutto minore della parte, 
il che è assurdo. Dunque due circonferenze s’inlersegano quando 
hanno due punti di comune. Il che bisognava dimostrare. 

590. Scolio. Due circonferenze che hanno un sol punto di co- 
mune (fig. lOS, 106) non possono intersegarsi; perocché se la cir- 
conferenza, il cui raggio é B(', (fig. 105) entrasse nel cerchio ter- 
minalo dall’altra, non potrebbe uscire da quello spazio chiuso sen- 
za incontrare di nuovo in altro punto la circonferenza NC che la 
circonda; e però le due circonferenze avrebbero due punti comu- 
ni, contro l’ipotesi. 

Che se si volesse supporre che la circonferenza, il cui raggio è 
BC (fig. 106) entrasse nel cerchio terminato dall’altra, e ne uscis- 
se per un solo e medesimo punto C, allora è evidente che essa non 
ne uscirebbe nel fatto, ma rimarrebbe tutta compresa nel cerchio 
NC, dimodoché rinfersezione non avrebbe più luogo. Dunque due 
circonferenze che hanno un sol punto di comune non possono in- 
ter^garsi; e poiché due circonferenze che hanno più di due pun- 
ti di comune si confondano in una sola (n. 394) si potrà concliiu- 
dere che due circonferenze s’inter segano sempre in due punti} o non 
s'intersegono. 

PROPOSIZIONE CXXXV. — TEOREMA 

397. Se due cerchi s'inlersegano , la retta che passa per i centri ■ 
è perpendicolare a quella che unisce i due punii dintersezione, e la 
divide per metà (fig. 102). 
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pim. Imperocché, se nel punto di mezzo I della retta CO che 
unisce i due punti d’intersezione, ed è corda comune ai due cer- 
chi, s’innalzi sulla corda medesima una perpendicolare, questa do- 
vrà passare per i centri A e B (n. 3G5). Ma per due punti non può 
passare che una sola linea retta; dunque viceversa, la retta AB 
che unisce i due centri è perpendicolare alla cordaCO, e la divide 
in due parti eguali. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE CXXXVI. — TEOREMA. 

598. Se due cerchi s'intersegano, la disianza de’ centri é minore 
della Somma de’raggi., e maggiore della loro differenza (fig. 102). 

Dim. Perocché quando due cerchi si tagliano, i due punti d’in- 
tersezione C, e D devono trovarsi fuori della linea de’ centri ( n. 
305); e per conseguenza potrà sempre formarsi un triangolo aCB 
fra ciascun punto d’intersezione ed i due centri. Ma in (^ni trian- 
golo un lato qualunque è minore della somma degli altri due, e 
maggiore della loro dilferenza (n. 76) , dunque se due cerchi si 
tagliano la distanza de’ centri è minore della somma de’ raggi, e 
maggiore della loro diflerenza. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE CXXXTll. —TEOREMA 

399. Reciprocamente^ se la distanza decentri di due cerchi i mi- 
nore della somma de’raqgi^e maggiore della loro differenza^ » cerchi 
si taglieranno (fig. 102). 

liim. Perocché, in tal caso con i due raggi, e la retta che uni- 
sce i centri, si potrà (n. 120) costruire il triangolo ACB da una 
parte di AB, cd il triangolo ADB eguale ai primo dall'altra parte. 
Quindi le due circonferenze avranno due punti di comune C , D ; 
e per conseguenza dovranno inters^arsi. Il che bisognava dimo- 
strare. 


PROPOSIZIONE CXXX\m.— TEOREMA. 

400. Se due cerchi si toccano, la retta chepassa per i centri, pas- 
serà ancora pel punto di contatto (fig. 105, 104). 

Dim. I. Imperocché, se i cerchi si toccano esternamente ( fig. 
103), ed il punto di contatto C esistesse fuori dalla linea AB, che 
passa per i centri A, e B, si potrebbe formare il triangolo ABC, in 
cui la somma del due lati o raggi AC, CB sarebbe minore del ter- 
zo lato AB composto dei due raggi e di uno spazio intermedio. Il 
che è assurdo. 

II. Se i cerchi si toccano internamente (fig. 104 ), ed il punto 
di Contatto C si trovasse fuori della linea AE, che passa per i ccn- 
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tri A, eB, si Tormerebbe il triangolo ABC, in cui la somma di 
due luti sarebbe minore del terzo. Infatti, EB^BA=:ACj ma BC, 
ovvero BO è minore di EB, dunque %C-(-BA sarà minore di AC ; 
il che è assurdo, perchè due lati di un triangolo presi insieme non 
possono esser mai minori del terzo lato. Il che bisognava dimo- 
strare. 

101. Corollario I. Di qui si deduce che : se due cerchi si tocca- 
no, la distanza dei centri è uguale alla somma, o alla differenza 
dei raggi, secondo che i cerchi si toccano esternamente, o inter- 
namente. 

402. Corollario II. Se due circonferenze non hanno alcun punto 
comune, sono interamente separate l’una dall’altra, potendo però 
esser situate una fuori dell’altra, o una dentro l'altra. Quindi nel 
primo caso la distanza de’ centri è maggiore della somma dei rag- 
gi, e nel secondo minore della loro differenza. 

* 403. Scolio. Dalle cose fin qui dimostrate risulta manifesto 
che tutti i cerchi (fig. 106), i quali hanno i loro centri sulla linea 

AB, e passano pel punto C, sono tangenti l’uno all’altro , vale a 
dire hanno il solo punto C comune. Inoltre, se per questo punto 
s’innalzi sopra AB la perpendicolare DF, questa sarà tangente co- 
mune a tutti quei cerchi. Ma quantunque fra l’arco CN e la tan- 
gente DF si possa far passare una infinità di circonferenze diver- 
se, pure non vi si può condurre alcuna linea retta*, dappoiché in 
tal caso vi sarebbero nel punto C due tangenti, il che è assurdo 
( n. 379 ). Quindi \’angolo del contatto, cioè l’angolo DCN forma- 
to dall’arco e dalla tangente, è minore dì qualunque angolo retti- 
lineo dato, per quanto piccolo si voglia supporre. 

PROPOSIZIONE CXXXI& —TEOREMA. 

404. Se la distanza de' cerUri di due cerchi è uguale alla somma, 
o alla differenza de’raggi, i cerchi si toccheranno (fig. 105, 106). 

Dim. Sia la distanza AB de’ centri eguale alia smnma de’ raggi 

AC, CB (fig. 105), o alla loro differenza (fìg. 106), dico che i due 
cerchi si toccheranno. 

Imperocché, è evidente che il punto C è comune alle due cir- 
conferenze; nè può esscrvene altro; perchè in tal caso le due cir- 
conferenze si taglierebbero; e quindi (398) la distanza de’ centri 
sarebbe minore della somma de’raggi, e maggiore della loro diffe- 
renza contro la supposizione. Dunque le due circonferenze si toc- 
cano. lidie bisognava dimostrare. 

* 405. Scolio. Riassumendo il fin qui detto si conchiude, che 
due circonferenze possono avere tre punti di comune, e si confon- 
dono in una sola; due punti di comune, e si segano; un sol punto 
di comune e si toccano , finalmente nessun punto di comune, ed 
allora sono intieramente separate, ed una è fuori dell’altra, o una 
dentro l’altra. 
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La situazione rispettiva di due circonforen»;, die non sì confon- 
dono, dipende dalla distanza de'luro centri; ess:i è minore dirlla 
somma de’ rag;gi e maggiore vlella loro dilTerenz.i nel caso dell'in- 
tersezione; eguaglia quella somma n quella dilferenza nel caso del 
contatto esterno o interno; e quando i due cerchi non sì segano 
nè si toccano, la distanza de’eentri è maggiore della somma o mi- 
nore della differenza de’ raggi, swamdo che i due cerchi sono fuo- 
ri uno dell’altro, o l’imo dentro l’allro. In questa ultima supposi- 
zione la distanza de’ceniri potreblie anche essiT nulla, ed allora 
ì due cerchi avendo lo slesso centro dicoiisi concentrici (*). 

C A P 1 T O L 0 V. 

j 

APPLICAZIONE DELLE PBOPBIETa’ PBECEDENTI ALLA RISOLCZIONK 

pi alcuni problemi. 

iOd. Problema I. Trovare il centro dun cerchio^ o dun arco da- 
to ( fig. 98 ). 

. òolutime. Si prendano sulla circonferenza o sull’arco tre punti 
ad arbitrio A, B, C, si tirino le corde AB, BC, c per i punti dì 
mezzo di queste s’innalzino le perpendicolari DL, F(ì : il punto 0 
del loro incontro sarà il centro richiesto. Infatti , se sì tirino le 
ielle OA, OB, OC, queste saranno eguali fra loro (n. ó92); e per 
conseguenza il punto 0 dovrà essere il centro del cerchio (n.593). 
Il che bisognava fare. 

407. Problema li. Per un punto dato condurre una tangente ad 
un cerchio. 

Soluzione. Se il punto dato A (Og. 92) è sulla circonferenza, si 
conduca il raggio AO,e su questo s’innalzi nel punto A la perpen- 
dicolare BC, che sarà la tangente cercata (n. 378;. 

Se il punto A (fig. 407) è fuori del cerchio, si unisca questo 
punto col centro C, e sopra C A come diametro si descriva un cer- 
chio eh e taglierà il cerchio dato ne’ punti li,ed E; finalmente si 
tirino le corde AD, AE, le quali saranno ambedue tangenti al cer- 
chio dato. 


(') Il progresso che si meDìfesta netta distanta de' centri, passando da 
ima alt'allra delle Indicate posizioni di due cerchi, fa vedere che l'intrrse- 
zione di due circonferenze può cambiarsi in contatto facendo crescere o fa- 
cendo diminuire la distanza de’ centri, eoo trasportare uno dì essi centri 
lungo la]perpendìcolare innalzata dal mezzo della corda che unisce i due punti 
d’ialersezione. A'el movimento, questi due punti andranno man mano acco- 
standosi fra loro finché caderanno sulla linea de'centri confondendosi in un 
solo; la corda che II unisca ai annutleré.e l'intersezione de’cerchi si cambierà 
in contatto; analogaroeute a ciò che si è osservato per la secante rhe si 
cambia in tangente in, 389). Questo passaggio dalt'iDiersezione al contat- 
to è la nruova più concludente della necessità di un unico punto di contatto 
nei cerchi; mentre in altre curvai punti d’intcrsviione essendo più di due, 
la loro riduzione al contatto non può dare un solo punto, come ne cerchi, 
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Infilili, tirando le corde PC, CE, saranno retti gli angoli TDA, 
CEA, perchè ciascuno di essi è iscritto nel semicerchio. Laonde 
ciascuna delle rette AD, \ E sarà perpendicolare airestremita del 
raggio, e però tangente al cerchio (n. 378). Il che bisognava fare. 

408. Scolio. Le due tangenti AD, AE sono eguali, perchè l’ipo- 
tcnusa CA è comune a’due triangoli rettangoli CDA, CEA, ed il 
cateto CD=CE^ e però dev’essere l’altro cateto AD— AE (n. 308). 

409. Problema llf. Sopra una retta data descrivere un seg- 
mento di cerchio capace di un angolo dato., tale a dire un seg- 
mento tale che gli angoli in esso iscritti sieno eguali aìV aujolo 
dato (fig. 91). 

Solutions. Sia AB la retta data. Si faccia l’angolo ABF eguale 
all’angolo dato-, s’innalzi BO perpendicolare a BF, e GO perpendi- 
colare ad AB nel punto di mezzo G-, il punto d’incontro 0 sarà il 
centro, ed UB il raggio del cerchio richiesto. 

Infatti essendo EF tangente, l’angolo aBF avrà per misura la 
metà deH’arco aCB (580)^ ma l’angolo AMB iscrittone! segmento 
alterno AMNB ha pure per misura la metà di queU’arco, dunque 
i due angoli sono eguali. Il che bisognava fare. 

* 410. Problema IV. l'a un dato cerchio tagliare un segmento ca- 
pace di un angolo dato (fig. 91). 

Sol. Sia aMB il cerchio dato. In un qualunque punto B della 
circonferenza di questo cerchio si tiri la tangente BF, e si faccia 
l’angolo ABF eguale all’angolo dato: è manifesto che il segmento 
AMNB sarà capace dell’angolo dato, perchè l’angolo AMB,o ANB, 
ecc., iscrifto in questo segmento è uguale all’angolo ABF. II che 
bisognava fare. 

411. Problema V. Dividere una retta data in media ed estrema 
ragione., cale a dire in due parti tali che la maggiore sia media prò- 
portionale fra la reità intera e la minore (fig. 108). 

Sol. Sia AB la retta data. S’innalzi dal punto B la perpendico- 
lare BC eguale alla metà di AB-, col centro C, e col raggio GB si 
descriva un cerchio, e si tiri la retta AG, che si prolunghi in E. 
Finalmente si prenda sopra AB una parte .AF=AD: la retta AB 
sarà divisa nel punto F in media ed estrema ragione. 

Infatti essendo AB tangente, ed AE secante, si ha la proporzio- 
ne ( n. 388) 

AE : AB ; : AB : AD, e dividendo 
AE— AB : AB ; ; AB— AD : AD. 

Ma la tangente AB è uguale al diametro DE, perchè AB è doppia 
del raggio BG , dunque AE — AB è lo stesso che ADo pure AF. 
Inoltre AB— AD è lo stesso che FB-, per conseguenza la proporzio- 
ne precedente diviene 

AF : AB : ; FB ; AF, ed invertendo 
AB : AF : : AF -. FB-, e poiché 
AB è maggiore di AF, sarà AF maggiore di FB. 

Quindi il segmento maggiore aF è medio proporzionale fra la li- 
nea intera AB, ed il segmento minore FB. Il che bisognava (are. 
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• 412. Problema YI. Costruire un rettangolo che sia equitalenle 
ad un quadralo dato K, e tale che i lati adiacenti di esso rettangolo 
facciano una somnta data Ab (fi^. 109), 

Soluzione. Si divida Ab in due parti eguali nel punto D *, indi 
fatto centro in D e col raggio OA si descrìva il semicerebio ACB. 
Al punto A s’innalzi sul diatnclro AB U) perpendicolare AG, sulla 
quale si prenda una parte AE eguale al luto del quadrato dato k, 
c dal punto E si conduca la retta EF parallela al diametro AB. 
Finalmente dal punto F, ove la parallela incontra la circonferenza, 
si abbassi sul diametro la perpendicolare FQ: dico che AQ , e QB 
sono i lati adiacenti del rettangolo cercato. Infatti le rette aE, e 
FQ sono eguali come Iati opposti del rettangolo EAQF*, di più la 
perpendicolare FQ è media proporzionale fra i due segmenti AQ , 
c QB del diametro (n. 33B)*, dunque il rettangolo di aQ in QB è 
equivalente al quadralo di FQ, ovvero di AE, o in fine al quadra- 
dato K. Da un’altra parte la somma delle rette AQ, e QB è uguale 
ad AB, dunque il rettangolo dì AQ in QB è il rettangolo richiesto. 
Il che bisognava fare. 

* 413. Scolio. È manifesto che abbassando sul diametro la per- 
pendicolare OP si avrà una seconda soluzione del problema •, pe- 
rocché anche il rettangolo di AP in PB è equivalente al qi'adrato 
dato: ma se AE è ugnale al raggio CI), la retta EF sarà una tan- 
gente al cerchio, ed il rettangolo richiesto sarebbe ADxDB, cioè 
un quadrato eguale al quadrato dato. Se poi AE è maggiore di 
CD, allora la parallela EF non incontra la circonferenza, ed il 
problema è impossìbile. Dunque il problema è possibile quando 
il lato del quadrato non eccede il raggio CD, ovvero la metà della 
retta data AB. 

* 414. Problema Vii. Trovare due rette che sieno reciprocamen- 
te proporzionali a due altre M, e N, e che facciano una somma data 
Cfig. 109). 

Soluzioné. Questo problema riducesi i>l precedente. Infatti tra 
le due rette date si trovi una media proporzionale^ indi sopra AB 
come diametro si descriva un semicerchio; sulla tangente AG si 
prenda una parte AE eguale alla media proporzionale accennata ; 
e si prosegua la costruzione come nel problema precedente: le rette 
AQ, e QB saranno le rette richieste. Perocché essendo, per costru- 
zione il quadrato di FQ, o di AE eguale al rettangolo contenuto 
dalle rette date M,e N.ed essendo lo stesso quadrato di AE eguale 
al rettangolo di AQ in QB, ne segue che AQxQB=MxN, ovvero 
le rette AQ, QB sono reciprocamente proporzionali alle rette M, e 
N, e fanno la somma data AB. lidie bisognava fare. 

•415. Scolio. È manifèsto che con la stessa costruzione si po- 
trebbe dividere una retta data AB in parti reciprocamente propor- 
zionali a due rette date M, c N. 

• 416. Problema Vili. Costru're un rettangolo equivalente ad un 
quadrato dato Q, e tale che i lati adiacenti di esso rettemgolo abbiano 
fraloro una differenza data (fig. l08). 


Digilized by Coogle 



I 


UDRÒ Ut. 107 

Soluiione. Sia CB la meli della differenza dala. Fallo cenlro 
in C, e col raggio CB si descriva una circonferenza. All’estreniilà 
del raggio CB si conduca la tangente B\ ,clic si faccia eguale al 
lato del quadrato proposto; indi si eongiunga il punto A col cen- 
tro C, e si prolunghi AC finché incontri la circonferenza nel punto 
E. Dico che AE, ed AD sono i lati adiacenti del rettangolo richie- 
sto. Infatti il rettangolo di AE in Al) è uguale al quadrato di AB 
(n. 389); ed oltre a ciò la differenza delle rette AE, AD è uguale 
a DE, ossia alla differenza dala, poiché DE essendo diametro è 
doppio del r.ìggioCD, che è la metà della differenza data. Il die 
bisognava fare. 

• -U7. Seolio, È evidente che questo problema è sempre 
possibile. 

• 418. Problema IX. Trovare due rette che sieno reciproca- 
mente proporzionali a due rette date M , e N , ed abbiano tra 
loro una differenza data ( fig. 108 ). 

Soluzione. Questo problema ridiicesi al precedente. Infatti sia 
CB la metà della differenza data ; si deswiva col centro C, e col 
raggio CB una circonferenza; indi si conducala tangente AB, che 
sia eguale ad una media proporzionale tra le due rette date M, e 
N: finalmente si congiunga il punto A col punto C, e si prolun- 
ghi AC in E: le rette AE, AD saranno le rette ricliiesle. l’erocchè 
da una parte il quadrato di AB è uguale al rettangolo di AE in 
AD, e dall’altra parte lo stesso quadrato di AB è uguale al relLin- 
golo compreso dalle rette M, N: quindi sarà AExAD=MxN, 
ossia le rette AE, AD sono reciprocamente proporzionali alle due 
rette date M, e N, ed hanno inoltre la differenza data DE, poiché 
DE è doppia di CB. Il che bisognava fare. 

CAPITOLO VI. 

DE* POLIGONI ISCRITTI E CIBCOSCBITTI AL CERCHIO. 

419. Definizione I. Un poligono- dieesi iscritto nel cerchio , 
^ando ciascuno de’suoi angoli Ira il vertice sulla circonferenza; 
in tal caso il cerchio si dirà circoscritto al poligono. 

420. Definizione II. Un poligono è circoscritto al cerchio, se 
ciascuno dei suoi lati è tangente alla circonferenza; ed allora il 
cerchio si dirà iscritto nel poligono. 

421. La teorica, che andiamo ad esporre, api>artiene special- 
mente alla iscrizione, e circoscrizione de’poligoni regolari al cer- 
chio, e però giova ricordarsi che dicesi regolare (n.l32) un poli- 
gono, quando è equilatero ed equiangolo. 

VI sono poligoni regolari di ogni numero di lati. Il triangolo 
equilatero è quello di tre lati, il quadralo quello di quattro; e ve- 
dremo in questo capitolo come si costruisca il polìgono regolare 
di cinque lati, di sei, cc. 
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42"2. in ogni triangolo »wò iscruersi., e ad ogni triangolo può 
circoscriversi un cerchio ( (ìg. ilO). 

Dim. Sia ABC un triangolo qualunque^ si divida in due parti 
eguali Tangolo A con la retta AO (n, 94), e l’angolo B colla retta 
I^, e dal punto d'incontro 0 delle due rette si abbassi la perpendi- 
colare OF sul lato aC; indi col centro 0 , e col raggio OF 
si descriva un cerchio; dico che questo sani iscritto nel triangolo. 

Infatti, si conduca OD perpendicolare ad AB, ed OE a BC. Nei 
triangoli AOF, ÀDO gli angoli in F, e D sono retti, l’angolo DAO 
=OaF per costruzione, ed il lato AO è comune, perciò saranno 
eguali i due triangoli, ( n. 8t ), e si avrà OF=OI). Nello stesso 
mudo si dimostra che OD— OE; duuque il cerchio è iscritto nel 
triangolo. 

La seconda parte della proposizione è evidente, dappoiché per 
tre punti A, B, C non in linea retta, può sempre passare una cir- 
conferenza. 11 che bisognava dimostrare. 

423. Scolio. È facile vedere che le tre rette OA, OB, OC che 
dividono in due parti eguali i tre angoli di un triangolo concorrono 
in un medesimo punto. 

PROPOSIZIONE CXU. — TEOREMA 

424. Ad ogni poligono regolare può essere iscritto e circoscrit- 
to un cerchio ( fig. i 12 ). 

Dim. Sia ABE un poligono regolare; se per i punti I,oK di 
mezzo de'lati AB, BC si conducano su questi lati le perpendicolari 
IO, KO, il punto d’incontro 0 sarà il centro del cerchio che passa 
per i tre punti A, B, C ( n. 392 ); dico ora che questo cerchio 
passerà ancora pel punto D,vale a dire che OD— OC. Infatti i trian- 
goli isosceli AOB, OBC sono eguali perchè hanno i tre lati rispet- 
tivamente eguali; dunque l’angolo OB \=OBC, e la retta BO di- 
vide l’angolo B in due parti eguali; ma l’ angolo OBC=OCB, ed 
è poi l’angolo ABC— BCD, dunque OC divide l’angolo BCD per 
mezzo, c quindi risulteranno eguali i triangoli OCB , OCD aven- 
do un angolo eguale compreso fra lati rispettivamente eguali. 
I.4ionde si avrà OD— OC, e nello stesso modo si dimostrerà clic 
OD=OE=OF. 

Rimane a dimostrare che il cerchio descritto col centro 0 e 
col raggio 01 è iscritto nel poligono ABE; ma ciò è manifesto es- 
sendo le corde eguali AB, BC, CD cc, equidistanti dal centro 11 
che bisognava dimostrare. 

425. Scolio 1. Il punto 0 centro comune del cerchio iscritto c 
del cerchio circoscritto si considera ancora come centro del poli 
gono regolare, e per questa ragione gli angoli AOB, BOtJ, COI) , 
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ec. dioonsi angoli al centro del poligono. È manifesto che tulli gli 
angoli al centro del poligono regolare sono eguali fra loro, e che 
il valore di ciascuno di essi si oUiene dividendo la somma di tulli 
gli angoli al centro, ossia quattro retti, pel numero de’lati del 
poligono. 

426. Scolio II. Si noti ancora che se si divida la circonferenza 
in un numero qualunque di parli eguali Alt, BC (.1), ec (fìg. 1 12), 
e si uniscano i punti di divisione A. B, C, ec., con altretlante corde 
il poli ano iscritto ABCDEF sarà un poligono regolare. 

Infatti essendo eguali gli archi AB, BC, CD, ec. saranno eguali 
le corde AB, IM'., Cl>, ecc., come pure gli angoli ABC, BCD, CDE 
ecc., perchè iscritti in eguali segmenti di cerchio. 

Se dunque si sapesse dividere la circonferenza in quel numero 
di parli eguali che si vuole, si potrebbe iscrirere in un cerchio da- 
. io qualunque poligono regolare. Ora questo problema non ammet- 
te soluzione generale, appunto perchè con la riga ed il compasso 
non si può dividere la circonferenza in qualsivoglia numero di 
parti eguali. Ne’ seguenti problemi vedremo quali sono i poligoni 
regolari che si possono iscrivere in un cerchio dato, e per conse- 
guenza circoscrivere*, essendo queste due cose, come si vedrà, in- 
timamente connesse fra loro. 

PROPOSIZIONE CXUI— PROBLEMA. 

427. Iscrivere un quadralo in un cerchio dato (fig. 113). 

.So/uzione. Si conducano due diametri AC, BDchesi l.ngIino ad 
angoli retti, e s uniscano le estremità A, B, C, D, colle corde 
AB, BO, CD, DA; la figura A BCD sarà il quadrato iscritto*, perchè 
essendo eguali gli angoli al centro, gli archi AB, Bc, ec risulta- 
no eguali , e però il poligono sarà regolare (n. 4^6): ma ha quat- 
tro lati, dunque è un quadralo. Il che bisognava fare. 

428. Scolio. Il triangolo ABO essendo rettangolo ed isoscele, ne 
risulta che il quadrato di AB è doppio del quadrato di AO. Quindi 
si avrà ab“ *. Ào’ : 2 ; 1, ovvero ( n. 258 ) aB : AO: 1/2 : 1, vale 
a dire che il lati del quadralo iscritto sta al raggio come la radice 
quadrala di 2 sta aU’unità. 

Applicando lo stesso ragionamento al triangolo rettangolo cd 
isoscele BDA si troverà che la diagonale BD del quadrato sta al 
lato AB come |/"2 : 1, onde queste due linee sono incommensu- 
rabili; il che era stato dimostrato in altro modo (n. 198). 

• 

PROPOSIZIONE CXLlìl.— PROBLEMA 

429. iserioere un esagono regolare^ ed un triangolo eqmlalero in 
un cerchio dato (fig. 114). 

So/uzionc. Supponiamo il problema risoluto, e sia AB un lato 
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dell’esagono iscritto', se si tirino i raggi OA, OB, dico che il trian- 
golo AOB è equilatero. Imperocché essendo per ipotesi l’arco AB 
Ja sesia parte della circonferenza, sarà l’angolo al centro AOB la 
sesta parte di quattro retti, o la terza dì due retti-, per conseguen- 
za gli angoli A, B del triangolo isoscele AOB equivalgono insie- 
me a due terze parti di due retti, e però ciascuno di essi è la terza 
parte di due retti. Laonde il triangolo AOB è equiangolo, e quindi 
equilatero. Dunque il lato dell’esagono iscritto è uguale al raggio-, 
c i)er conseguenza portando il raggio sei volte sulla circonferenza 
si avrà il i)oligono cercato. 

ora si conducano le rette AG, CE, EA, il triangolo iscritto 
che ne risulta sarà equilatero, dappoiché le rette accennate sono 
le corde degli orchi eguali ABC, CDE, EPA. Il che bisognava 
fare. 

430. Scolio. La figura ABCO essendo una losanga, sarà ( n. 
333) il quadruplo quadrato di AB eguale alla somma dei quadrati 
di AC, e di BO) ma AB=BO, dunque il quadrato di ^C sarà tri- 
plo del quadrato di AB. Laonde se AB=1, si avrà AC=|/3, vale 
a dire che 

Il lato del triangolo equilatero Ucritto sta al rajgio come la 
radice quadrata <U 3 sta alFunità. 

PROPOSIZIONE C&LIV PROBLEMA. 

451. Iscrivere in un cerchio dato un decagono, ed un penfa- 
gono regolare ( fig. 115 ). 

Soluzione 1.° Si divida il raggio AO in media ed estrema ra- 
gione nel punto M ( n. 411 ) 5 indi col centro A e con unrag- 
gio=MO, ossia al segmento maggiore, si descriva un arco che ta- 
gli la circonferenza nei punto B-, la corda AB sarà il lato del de- 
cagono richiesto. Infatti, si conduca il raggio OB, e la retta BM. 
E poiché per costruzione AO: OM ; I OM: MA, ed è MO=AB, 
si avrà AO: AB : I AB: MA, e quindi il triangolo ABO sarà si- 
mile (n.297) al triangolo AMB, perché hanno un angolo comune 
A compreso fra lati proporzionali-, ma il primo è isoscele, dunque 

10 è ancora il secondo, e sarà AB=B.M=MO, e per conseguenza 

11 triangolo BMO risulterà pure isoscele. Laonde l’angolo AM B 
esterno al triangolo MOB sarà doppio dell’angolo 0: ma l’angolo 
AMB=MAB=AB0-, dunque il triangolo isoscele AOB è tale che 
ciascun de’ suoi angoli alla base é doppio dell’angolo al vertice 
O, il quale sarà perciò la quinta parte di du^rt tti,o la decima par- 
te di quattro retti. Dunque l’arco AB é la decima parte della cir- 
conferenza, e la corda AB è il lato del decagono regolare iscritto. 

2.” Unendo di due in due alternativamente i vertici del decagono 
regolare iscritto, si avrà evidentemente il pentagono regolare 
iscritto. 11 che bisognava fare. 
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PBOPOSIZIONE cxvy — PROBLEMA. 

432. Iscrivere in un cerchio dato un pentedecagono regolare 
(fig. 115). 

Soluiione. Si adalli nei cerchio una corda AL eguale al Iato 
dell’esagono, e parlendo dallo slesso punto A la corda AB eguale 
come qui sopra al lato del decagono, la corda dell’arco BL sarà il 
lato del pentedecagono regolare richiesto. 

Infatti, essendo l’arco AL la sesta parte, o 5/30 della circonfe- 
renza, e l’arco AB la decima parte , o 5/30 della circonferenza 
medesima, e l’arco BL, diflerctiza de’ due archi accennati, sarà 
2/30, ovvero 1/15 della circonferenza; e per conseguenza la corda 
BL sarà il lato del pentedecagono r egolare. Il che bisognava fare. 

433.5co/to I. Un poligono regolare essendo iscritto nel cerchio, 
se si dividano gli archi sottesi dai suoi lati in due parli eguali, e 
si conducano le corde delle metà degli archi, si avrà un poligono 
regolare iscritto di un numero doppio di lati. 

Laonde il quadrato può servire ad iscrivere successivamente i 
polìgoni regolari di 8, 16, 32, cc., lati: il decagono quelli di 20, 
40, 80, cc., lati; il pentedecagono quelli di 30, CO, 120, cc., lati. 

434. Scolio 11. Sia BC (fig. 120) un lato di un poligono regola- 
re iscrìtto. Se si divida l’arco BDC in due parti eguali, e dal pun- 
to di mezzo D sì tirino le corde DB, DC, la somma di queste due 
corde sarà maggiore della corda BC. Parimente se si divida l’arco 
BD per mezzo nel punto E, l’arco DC anche per mezzo nel punto 
0, e si tirino le corde BE, DE, DO, CO, la somma di queste quat- 
tro corde sarà maggiore della somma delle due BD, CD. Dividen- 
do ciascuno degli archi BE, DE, DO, CO, in due parti eguali, e 
tirando le corde, la somma delle otto corde, che ne risultano sarà 
maggiore di quella delle quattro precedenti, e con più ragione di 
quella delle due BD, CD. Dicasi io stesso della somma di 16, 32, 
64, ecc., corde indefinitamente; e però 

I lati dei poligoni regolari iscritti vanno smpre dtminuendoi ed al 
contrario le loro sonane, ossiano i perimetri dei poligoni , vanno 
sempre crescendo ed accostandosi alla circonferenza del cerchio. 

PBOPOSIZIONE CXL\ì.-~TEOREMA. 

* 435. Il quadrato del lato del pentagono regolare iscritto è ugua- ‘ 
le al quadrato del raggio più il quadralo del lato del decagono rego- 
lare iscritto nel medesimo cerchio ( fig. 116). 

IHm. Sia ABCDE il pentagono regolare iscritto. L’angolo al 
centro BOA è 4/5 di un retto (n. 425), per conseguenza ciascuno 
degli angoli OaB, OBA è 3/5 di unretto.Ora se si divida l’arco BEA 
in due parti eguali, ciascuna delle corde BF, FA sara un lato del 
decagono, e l’angolo al centro AOF sarà 2/5 di un retto. Ciò pre- 
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messo, si divida l’arco FA per mezzo nel punto G, e si ooiidiioano 
le rette OG, FM', le rette Mx, MK saranno eguali come oblique 
equidistanti dalla perpendicolare OG, e però il triangolo FaM sa- 
rà isoscele, e simile al triangolo isoscele AFB, col quale lia l’ an- 
golo A di comune; dal che risulta la proporzione \M : AF ; ; AF: 
AB, dalla quale si deduce (n. 211) che il quadralo di AF è ugua- 
le al rettangolo di \B in AM. 

Par inienle il triangolo BOM di cui dueangoli OBM, BOM valgo- 
no ciascuno 3/5 di un retto, è isoscele e perciò simile al triango- 
lo isoscele BOA col quale ha di comune l’angolo B, onde si ha la 
proporzione MB ; BO BO : AB, da cui si ricava (n. 211) die il 
quadralo di BO è Aguale al rettangolo di AB in MB. Or si è dimo- 
strato (n. 320) che il quadrato di aB è uguale alla somma de’due 
rettangoli di AB in AM, e di AB in MB, dunque il quadralo di AB 
è uguale alla somma de’ quadrati di .\F, e di OB. Il che bisogna- 
va dimostrare. 

430. Scolio. È facile ora determinare il lato del quadrato, del 
triangolo equilatero, del decagono, e del pentagono, essendo dato 
il raggio AB ( fig. 117 ) del cerchio, in cui quei poligoni devono 
essere iscritti. Infatti, se AB rappresenta il raggio del cerchio , 
s’innalzi ad esso la perpendicolare BG=AB e si tiri AC;sìirà que- 
sto il lato del quadrato. Sopra AG si alzi la perpendicolare l»C= 
AB, e si conduca DA, sara questo il lato del triangolo equilatero 
iscritto, dappoiché il quadrato di AD risulta triplo del quadrato del 
raggio aB. Finalmente si divida il raggio AB in media ed estrema 
ragione nel punto E, e sia EB il segmento maggiore*, questo sarà 
il lato del decagono, e la congiungente CE sarà il lato del pen- 
tagono. 

PROPOSIZIONE CXLVil.— TEOREMA. 

437. Essendo iscritto in un cerchio un poligono regolare , .«t 
può sempre circoscrivere al cerchio medesimo un poligono simlc 
(fig. 118). 

Dim. Sia abd il poligono iscritto*, si dividano gli archi « 6 , bc 
ecc. ciascuno in due p.arti eguali ne’punti m, n, le, 1, r, e per que- 
sti punti si tirino le tangenti AB, BC, CD, ecc.*, dico che il poligo- 
no ABD formato dall’incontro di queste tangenti è simile ad abd, 

Infatti essendo eguali gli archi mn, mr, nk, eie., le loro corde 
sono pure eguali; per conseguenza saranno eguali i triangoli rAm, 
mBn, nCk ecc.; che hanno queste corde eguali per basi, e gli an- 
goli adiacenti eguali, perchè ciascuno di essi è formato da una 
tangente e da una corda, ed ha per misura la metà di un arco e- 
guale all’arco tnr (n. 380). Da questi triangoli isosceli ed eguali 
si ricava subito che le tangenti AB, BC, CD, ecc , sono tutte egua- 
li fra loro, come pure gli angoli A, B, C, ecc.; e però il poligono 
circoscriitosarà regolare e simile all’iscritto (n. 310). Il che biso- 
gnava dimoslrure. 
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43J1. Corollario. Se è dato il polìgono circoscrillo ABI) , tiran- 
do le ciirde mr, tnn nh, ecc., il poligono iserillo che no risulla sa- 
rà simile al circoscrillo. Parimenic ò facile vedere che se si divi- 
dono per metà gli archi mr, mn, «A, ecc., e si congiungono i punii 
di mezzo a, 6, c, ecc.. il poligono abd che ne nasce è anche simi- 
le ad ABD. Infatti, gli archi amò, ine, ckd, ecc. sono eguali, e |x;r 
conseguenza il poligono abd è regolare, ed ha lo slesso numero di 
lati del poligono ABD. 

439. Scolio. Se si considerino le tangenli \B, 'C (fig. t20)che 
sono metà di lati del poligono circoscrillo corrispondente allo 
iserillo che ha per lato BC sarà AB-i-.V('.>BCi e |)er conseguenza 
sì vede primieramente che il lato del poligono circoscritto è mag- 
giore del lato del corrispondente poligono iscritto. Per passare al 
poligono cireoscritto di un doppio numero di lalì, basterà condur- 
re la tangente MN-, e poiché si ha MN<AM-t-VN, la somma delle 
quattro tangenti BM, MI), DN, NC, che equivalgono a due lati del 
poligono circoscritto, sarà minore della somma delle due tangenti 
B \ , AC, ossia del lato del poligono precedente.Sono poi le quat- 
tro tangenti indicate maggiori delle due corde BD, DC, cioè la som- 
ma di due lati del poligonqcircoscritlo è maggiore di quella di due 
lati del corrispondente pi/iigono iscritto. Continuando allo stesso 
modo, alle quatlro conìe BE, DE, PO, CO. corrisponderanno otto 
tangenti, ossiano quattro lati del correlativo polìgono circoscritto; 
e la somma dì quelle otto tangenti sarà minore della somma delle 
quatlro precedenti, e con più ragione delle due AB, AC, mentre 
sarà maggiore della somma delle quattro corde corrispondenti. 
Dunque raddoppiando successivamente il numero delle tangenti e 
delle corde, e tenendo presente ciò che si è dimostralo ( n. 451 ) 
rispetto ai poligoni iscritti si potrà stabilire: 

t .° / lati de' poligoni iscritti e circoscritti divengono sempre più 
piccoli. 

2.° / perimetri de’ poligoni iscritti vanno sempre crescendo, e 
quelli de' circoscritti sempre diminuendo. 

5.° I perimetri de’ poligoni iscritti, c quelli de’ poligoni circoscrit- 
ti si aviicinano sempre fra loro per valore e per posizione, e gli uni 
e gli altri si accostano pure alla circonferenza intermedia del cer- 
chio. 


PROPOSIZIONE CXLMÌl— TEOREMA 

440. L’aja di un poligono regolare ha per misura il prodotto del 
suo perimetro moltiplicato per la metà del raggio del cerchio 
iscritto (fig. H2). 

l)im. Imperocché, se dal centro 0 del poligono regolare ABE 
si conducano a tulli i vertici di esso le rette OA, OB, OC, ecc., si 
dividerà questo poligono in tanti triangoli isosceli eguali, .'(Uanli 
sono i suoi lati. Ma i’aja di uno di (ptesti triangoli AOB ha per mi- 

i'> 
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snra il prodotto della sua base A B nioUlplicata per la metè della 
sua altezza 01, raggio del cer cliio iscritto nel poligono •, dunque 
l’aja di quest’nltinio avrà per misura il prodotto della somma delle 
b;isi de’ triangoli, cioè del suo perimetro inoUiplicalo per la metà 
del raggio del cerchio iscritto. 1 1 che bisognava dimostrare. 

•4H. Scolio. Si noti che il ra ggioOl del cerchio iscritto prende 
ancora il nome di àpotema del poligono regolare; e che il raggio 
0\ del cerchio circoscritto si chiama talvolta raggio del poli- 
gono regolare. 


PROPOSIZIONE C\LK.— teorema 

•U2. f perimetri de' poligoni regolari «firn medesimo numero di 
lati stormo come i rdggi de'cerchi iscritti o circoscritti} e le loro aje 
come i quadrati di questi medesimi raggi ( fig. HI). 

Dim. Siano ABD, abd due poligoni regolari dello stesso numero 
di lati-, e dinotino AO, «o, i raggi de’ cerchi circoscritti, ed OH, 
oh quelli de’ cerchi iscritti. 

Essendo l’angolo A=o, le loro metà, cioè gli angoli OAH, oah 
saranno eguali-, e perciò risulteranno simili i due triangoli ret- 
tangoli OAH, ooA, onde si avrà 

AH ; oA : : AO : ao : : OH : oh-, 

ed elevando a quadralo i temini di queste proporzioni sarà pure 

Au* . au* : : AO* : 00* : : OH* : 7à*. 

Ma i perimetri de’ poligoni ABD, aM stanno come i lati AB, 
ab, ocome le loro metà All, ah, e l’aje degli stessi poligoni stan- 
no come i quadrati di questi medesimi lati, o delle loro metà , 
poiché i poligoni regolari di uno stesso numero di lati sono simili 
( n. 316), dunque la proposizione enunciata diviene manifesta. 11 
che bisognava dimostrare. 

CAPITOLO VH. 

DEUiA MISURA BEL CERCHIO. 

413. La trasformazione di un poligono in un triangolo equiva- 
lente (n.283), e quella di un triangolo in un quadrato (341) equi- 
valente ci ha dato il mezzo di ottenere la quadratura di un poligo- 
no qualunque. Rimane ora a vedere se si può Irasformare il cer- 
chio in un triangolo, e quindi in un quadrato equivalente; dap- 
poiché senza questa trasformazione sarebbe impossibile ottenerne 
la misura. 

PROPOSIZIONE CL LEMMA. 

444. La circonferenza del cerchio si può considerare come il 
perimetro di un poligono regolare di un numero in^to di lati 
(fig. 120). 
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Dm, 8iu BCLl la circonrerenza di un cerchio^ e dinoti lu corda 
BCil laludi un poligono regolare iscritto, e le tangenti AB, AC 
siano le melò di due lati del corrisiiondente poligono circoscritto. 
Si è dimostrato (n. 439) che raddoppiando successivamente il nu- 
mero de’ lati de’ poligoni iscritti e circoscritti, essikiti divengono 
sempre più piccoli, ed i perimetri de’poligoni si avvicinano sempre 
fra loro ed alla circonferenza intermedia del cerchio. Or dico che 
la lunghezza de’ lati accennali, a forza di raddoppiarne il numero, 
deve diminuire al di sotto di qualunque lunghezza da>a. 

Infatti, se un lato qualunque BD, MN di poligpno iscritto o cir- 
coscritto non potesse diminuire al di sotto di una certa parte K del. 
diametro BL, siccome ilnumero dc'iati di tali poligoni si può ac- 
crescere indefinitamente, cosi la lunghezza K si troverebbe molti- 
plicata per un numero tanto grande quanto si vuole, e per conse- 
guenza il prodottoche ne risulterebbe, cioè il perimetro del poli- 
gono circoscritto, o del poligono iscritto, sarebbe maggiore di qua- 
lunque grandezza data, il die è assurdo; perocché si è dimostrato 
(n. 439) che il perimetro del poligono circoscritto è sempre mino- 
re del perimetro del fioligono i cui lati sono doppi di AB, AC; ed 
il perimetro del poligono iscrillo è sem|H'o minore di quello del 
circoscritto corrispondente. 

Dunque le lunghezze de’ lati de- poligoni iscritti e circoscritti 
non possono nella loro progressiva diminuzione avere un ìimite fi- 
nito^ ma debbono divenire in/lmtoineiUe piccole, cioè debbono dimi- 
nuire al di sottodi qualunque lunghezza data; e quindi i perime- 
tri de’poligoni iscritti e circoscritti dovranno avere per limite una 
linea curva, perchè solo in una linea di tal natura non si distin- 
guono elementi finiti rettilinei (n. 6). E poiché i- perimetri dei po- 
ligoni regolari iscritti nel continuo loro incremento non possona 
uscir fuori della circonferenza del cerchio, e viceversa i perimetri 
de’i»oligoni circoscritti nella loro progressiva diminuzione non pos- 
sono penetrare dentro del cerchio medesimo ; ne segue evidente- 
mente che la circonferenza del cerchio è la linea curva limile co- 
mune degli uni e (Itegli altri perimetri; e però la circonferenza del 
cerchio si può (»nsi(ierare come il perhnelro di un poligono rego- 
lare di lati infinitamente piccoli, o ciò che vale lo stesso, come il 
perimetro di un poligono regolare di un numero infmito di lati, 
il che bisognava dimostrare. 

445. CoToWario /. Poiché la circonferenza del cerchio è il massimo 
fra tutti i perimetri de’poligoni regolari iscritti, cd il minimo fra 
tutti i perimetri dei (xiligoni circoscritti, si può ora conchiudere che 

La circonferenza del cerchio é maggiore del perimetro di ogni poy 
li jono regolare iscritto , e minore del perimetro di qualunque poli- 
gono regolare circoscritto (*). 


Archimede stabilisce come principio geometrico che di due linceo- 
turve o composte di rette, lequah lerminaDo agli stessi punii, e rivolgono 


Digitized by Google 



■HC 


CEOMBTBIA piana 


* 446. Corollario II. Apparisce ancora da questo Icorcina clic 
raddoppiando indeflnitamentc il numero de’ lati de’ (loligoni rego- 
lari iscritti e circoscritti, si può iscrivere c circoscrivere ai ccrcliio 
un poligono regolare clic differisca dal cerchio medesimo di una 
quantità minore di qualunque assegnabile. 

PROPOSIZIONE GLI.— TEOREMA 

AVI . H cerchio ha per msura il prodotto della sua circonferenza 
per la metà del raggio ( Cg. 118 ). 

Wm. Sia il cerchio abc. Dico che ha per misura il prodotto del- 
la sua circoli ferenza rimkr per la metà del raggio l>m. 

Infatti , il poligono regolare ABCOE circoscritto al cerchio ha 
per misura il prodotto del suo perimetro per la metà del raggio 
Om ( n. 440 ). Ma la circonferenza rmkr può considerarsi come il 
perimetro di un poligono regolare di un numero infinito di lati 
( n. 444 ), dunque il cerchio abc deve aver |jcr misura il prodotto 
della sua circonferenza |ier la metà del raggio. Il che bisognava 
dimostrare. 

448. Corollario. Poiché il triangolo ha per misura il prodolto 
della base per la metà dell’altezza ne segue che 

U cerchio i equivalente ad un triangolo rettangolo SI'Q, di cui un 
cateto rappresenta la circonferenza., e Vàltro il raggio. 

> 

Altra Dimostrazione. 

* 449. Se é possibile, sia il cerchio mkl ( flg. 118 ) maggiore 
del triangolo K, S’iseriva in questo cerchio un poligono ringoiare 
ahede che differisca dal cerchio medesimo di una qiianlità minore 
deH’eccesso del cerchio sul triangolo ( n. 410); uu tal piligono 
sarà esso pure maggiore del triangolo. Or rapotema, ossia il rag- 
gio del cerchio iscritto m i poligono abede è minore di Owij raggio 


la conravitk dalla mpdosima parie, è maggiore qnrll.iche comprende fai tra 
dentro di se. AppUcando questo principio al cerchio ed ai poligoni rego- 
lari iscrilli c circoscritti, ne segue che l’arco BDC ilig. 120) c maggiore 
della somma delle corde BD. DO, e minore di quella delle tangenti All, 
AC; e per conseguenza la eireonferouza del cerchio Iir.I.I è maggiore del 
perimetro di ogni poligono regolare iscritto, e minore del perimetro di 
ogni poligono regolare circoscritto. Or tutte le dimoslraxioni fatte di qnci 
principio si riducono in fine a quella fatta qui sopra m- 444) ; c però 
risolta manifesto che il principio di Archimede applicato al cerchio ed ai 
poligoni regolari iscritti e circoscrilli, è fondalo, o piuttosto si confondo 
con l’altro, che la circonferenza dal cerchio può considerarsi come un po- 
ligono regolare di un numero infinito di lati. Quindi nn siffatto prin- 
cìpio non serve ad altro, se non a mascherare la considerazione dcU'in- 
Ììiiito, scuza poterla escludere c^elCioamanfc, essendo inerente alta natu- 
ra del soggetto, cioè al passaggio dalle linee rette alle curve. 
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dui cerchio circoscrilto; cd il perimetro abede dello stesso polijro- 
no è minore della circonferenza mkl ; por conseguenza l’aja del 
poligono è minore dell’aja del triangolo (n. i68) : ma doveva es- 
ser maggiore, dunque il cerchio non può esser maggiore del trian- 
golo. 

Supponiamo in secondo luogo che il cerchio sia minore del trian- 
golo. In questa ipotesi si circoscriva un poligono ABGl) che diffe- 
risca dal cerchio di una quantità minore deirccccsso del trian- 
golo sul cerchio; il poligono dovrebbe essere ancor esso minore 
del triangolo, il che non può sussistere; dappoiché l’apotema Om 
è uguale al raggio, ed il perimetro è maggiore della circonferenza 
( n. ), perciò l’aja del poligono ÀBtìt) deve essere necessaria- 
mente maggiore di quella del triangolo. Diioquc il cerchio non può 
essere nè minore nè maggiore del triangolo , ma dovrà essergli 
equivalente. Il che bisognava dimostrare (*). 

450. Scolio. Se dunque si saiicsse reUificitre la circonferenza, 
cioè trovare una retta egu.ile alla circonferenza di un cerchio da- 
to, si potrebbe trasformare il cerchio in un quadrato cf|uivalcntc. 
Vedremo in appresso che la rettificazione del'a circonferenza non 
si può ottenere che per approssimazione; e per conseguenza il fa- 
moso problema della <piadralura del circolo non si può risolvere ri- 
gorosamente. 

PROPOSIZIONE CUI.— TEOREMA. 

4.51 . Le cir conferente de' cerchi $tamo fra loro come i raggi, ed 
i cerchi come i guadrati de’ medesimi raggi (fig. 111). 

Dim. Infatti, i perimetri de’ poligoni regolari ABCDE, aòcde di 
un medesimo numero di lati stanno fra loro come i raggi Oli , ob 
de’ cerchi circoscritti aW), abd (n. 4i2), e le loro aje come i qua- 
drali dei medesimi raggi. Ma le circonferenze di questi cerchi si 
jKissono considerare come perimetri di poligoni regolari di un nu- 
mero infinito di lati (n. 414), dunque le circonferenze de’ cerchi 
stanno fra loro come i raggi , ed i cerchi come i quadrati degli 
stessi raggi. Il che bisognava dimostrare (**). 


(*) Questa dimostrazione appartiene ad Archimede, che fu primo a dare 
la misura del cerchio. Essa è fatta col metodo di etauttione, il solo adopera- 
to dagli antichi geometri per mancanza de’mezzi che ora possediamo. 

{**) È facile vedere che questa teorema avrebbe potuto dimostrarsi col 
metodo di esaustione. cioè con la riduzione aH'assurdo, di cui abbiamo dato 
una idea suIBcicntc riportando nel n. 449 la genuina dimostrazione di Archi- 
mede intorno alta misura del cerchio. Ma dalle considerazioni fatte nella 
uota al n. 445 apparisce chiaro che il pesante giro del metodo di esaustione 
non fa che rendere dillìcili lo dimostrazioni senza nulla aggiungere al ri- 
gore, perchè ha bisogno del principio di Archimede, il quale come vedemmo 
si runfoude in quanto al cerchio , con 1' altro , che la circoufcrcnza si 
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452. Cufollario. Apparisce du questo teorema die se si descri- 
vono tre semicerchi con i tre lati di un triangolo rettangolo ACB 
(fìg. 119) presi per diametri, questi semicerchi staranno fra loro 
come i quadrati di questi tre luti. Ma il quadrato l'atto siill’lpote- 
nusa AB è uguale alla somma de’ quadrati de’ cateti AC, BC, dun- 
que il semicerchio ACB è uguale alla somma de’ due altri ADC, 
BFC; e però se si tolgano di comune i segmenti AFC, BCC, sarà 
il triangolo ACB equivalente alla somma de’ due spazj curvilinei 
ADCE, CFBG, che si chiamano Lunule dippocrale, |iercliè Ippo- 
cratc da Chio fu primo a conoscere la proprietà, di cui è parola. 

PROPOSIZIONE CLIIl. — TEOREMA. 

453. lì settore ha per misura il prodotto del suo arco per la metà 
del raggio (fig. 121). 

Dim. Col ragionamento fatto nel (n. 371) sì può dimostrare die 
in un medesimo cerchio, o in cerchi eguali, il settore AOBM sta al 
settore EODN come l’arco AMB aU’arco EMD. Ora, se l’arco END 
è un quadrante, il settore EODN sarà la quarta parte del cerchio*, 
per conseguenza il settore AOBM sta a 4 volle il settore EODN , 
ovvero al cerchio intero, come l’arco AMB a 4 volte l’arco END, 
ossia alla circonferenza. Si ha dunque la proporzione Settore: cer- 
chio ; : are. AMB : circonferenza, dalla quale, moltiplicando i ter- 
mini della seconda ragione per la metà del raggio AO , risulta 
settore : cerchio ; : are. AMBxl/2 AO; circonf.xi/i AO; e poi- 
ché i due conscguenti sono eguali, saranno eguali anche gli ante- 
cedenti ', onde il settore ha per misura il suo arco moltiplicato per 
la metà del raggio. Il che Disegnava dimostrare. 

454. Definizione. In due cerchi diOercnti si chiamano archi simi- 
li, settori simili, segmenti simili, quelli che corrispondono ad an- 
goli al centro eguali. Così l’angolo 0 (fig. Ili) essendo eguale al- 
l’angolo 0 , l’arco AMB è simile all’arco amb, il settore AOBM si- 
mile al settore aobm, ed il segmento ABM al segmento abm. 

PROPOSIZIONE CLIV. _ TEOREMA. 

455. Gli archi simili stanno come i raggi, ed i settori simili come 
i quadrati di questi medesimi raggi (fig. 1 1 1). 

Dim. Sieno gli archi simili AMB, amb, ed i settori simili AOBM 
aobm; sarà l’angolo 0 eguale all’ angolo o. Ora l’ angolo 0 sta a 


può coDtidertre come il perimetro di un poligono regolare di un numero 
iofioito di lati. E lo stesso deve dirsi delle dimostrazioni fatte col cosi 
detto metodo dei limiti, il quale non è che il metodo di esaustione sem- 
plificato, perchè quello non ha bisogno della riduzione all' assurdo, ma 
nondimeno ha bisogno sempre del principio di Archimede. 


Digitized by Google 



LIBRO HI. 


119 


qiialiro angoli relti come l’arco A MB sta alla circonferenza intera 
(n. 572), ed allo stesso modo l’angolo d , ovvero 0 sla a quattro 
retti come l’arco amh alla circonferenza: dunque gli archi AMB , 
amò stanno come le circonferenze di cui fan parte, ovvero come i 
raggi AO, ao. l*er la medesima ragione i settori stanno come i cer- 
chi, ossia come i quadrati dei raggi AO, ao. il che bisognava 'di- 
mostrare. 


CAPITOLO Vili. 

DELLA RBTTinCAZlONÉ DELLA CIRCONFERENZA 
B DEGLI ARCHI DEL CERCHIO* 

4.^G.Sc si dinotano con C e C' due circonferenze, e con R e R', 
i loro raggi, i diametri saranno 2B, e 2R', ed in virtù del teore- 
ma (n. 451) si avrà C : C* : I 2R: 3R *, e permutando C : 2R ; : 
C' : 2R', ovvero (n. 185). 

C C' 

2R 2R' 

Quindi apparisce che 

Il rapporto di una circonferenza al suo diametro è costante , 
ossia è lo stesso per qualunque cerchio. E però se questa quanti- 
tà costante fosse determinata , si avrebbe la reltirioazìone della 
circonferenza di un cerchio dato moltiplicando il suo diametro per 
la suddetta quantità costante. 

Si rappresenta comunemente con la lettera greca a- il rapporto 
della circonferenza al diametro. Laonde moltiplicando per a'2R, 
il prodotto 2«R rappresenterà la circonferenza del cerchio, il cui 

C 

raggio è R, poiché essendo « — , si ha 2«R =C. In conse- 

2R 

guenza di ciò, se si moltiplicherà la circonferenza 2«R per la me- 
tà del raggio , il prodotto «R* dinoterà il cerchio che ha R i>er 
raggio, vale a dire che 

Il cerchio i equivalente al quadrato del suo raggio moltiplicato 
pel numero k; e là circonferenza al doppio del raggio moltiplicato 
per lo stesso numero. 

Se dunque si potesse assegnare il valore esalto di «, si avrebbe 
la rettifìcazionc della circonferenza, e quindi la quadratura esatta 
del circolo: ma ciò non può ottenersi, essendo stato dimostrato dal 
sommo geometra tedesco Lambert, che il rapporto della circonfe- 
renza al diametro è incommensurabile. Adunque non si può otte- 
nere il valore di « che per approssimazione. Archimede fu primo 
ad occuparsi di una cosi importante ricerca, ed assegnò per valore 
approssimativo di « la frazione 22/7; vale a dire che posto il diame- 
tro eguale a 7, la circonferenza sarà approssimativamente eguale 
a 22. Questa approssim^ione basta in quasi tutte le applicazioni 
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deila geomelrla alle arti. L'n r:ift|)orto assai più approssimativo di 
quello di Archimede è dovuto ad Adriano Mi*/,io geometra Olande- 
se, che trovò «r=35'>yH3. h'iiialmenle si è avuta la pazienza di 
spingere Tapprossimazione fìnoa 1 iO cifre decimali, delie quali le 
prime dieci sono 

«-3, 141Ò920535. 

Una tale approssimazione basi a per le applicazioni le più deli- 
cate della geometria ai problemi di AslroiioMÓa , di Meccanica , 
ecc. Laonde la quadratura esatta del circolo non avrebbe alcun 
vantaggio reale sulla quadratura approssimativa, di cui parliamo. 
Passeremo ora ad esporre uno de’ ifrocedimenli piu elementari, 
coi quali si è giunto a trovare il valore approssimativo di «. 

l’BOPOSlZIONE CVS.— LEMMA. 

457. Essendo dati i raggi r ed R de’ cerchi iscritto e circoscritto 
ad un poligono regolare, trovare i raggi r' ed H' del cerchio iscritto 
e circoscritto ad un poligono regolare isoperi me Irò, cioè di equi ra- 
lente perimetro, ma di un doppionumero di lati ( fìg. 122 ). 

Soluzione. Sia AC il lato del poligono dato, 0 il suo centro, B 
il punto di mezzo di AG; si avrà OB=^r, edO\=R. Si prolun- 
ghi OB finché sia Ol>=OA, e si tirino le retto DA, DC. Il trian- 
golo AOD essendo isoscele, sarà l’angolo OAU:=-ODa , per con- 
seguenza l’angolo esterno AOB è doppio dell’angolo interno op- 
posto ODA; similmente si dimostra che l’angolo BOC è doppio del- 
l’angolo OI)(>, per cui l’angolo AOti sarà doppio di ADC. Di qui 
si deduce che l’angolo ADC equivale all’.angolo al centro di un 
poligono regolare che ha un numero di lati doppio di quello del 
poligono proposto. 

Ciò premesso, dal punto 0 si abbassi sopra AD la perpendicola- 
re 01, che dividerà AD per mezzo nel punto 1, perchè il triango- 
lo AOD è isoscele. Ora conducendo 111 parallela ad AC si ha 
IH : AC ; : ID : AD; dunque IH è metà di AC; e quindi IH è il la- 
to di un poligono regolare isopcrimetro al poligono proposto, c di 
un doppio numero di lati. E di più, si jwtrà considerare il punto D 
come il centro di questo poligono , in cui si avrà DM =r' , e 
Di=R', 

Ora per la simiglianza de’ triangoli IMD, ABD, si ha 
DM : DB ; : DI » DA ; dunque DJl è metà di DB ; e poiché BD= 
BO-fOD, ed OD=OA, si avrà 
rn-R 

»"= ( 1 ), 

2 

vale a dire che il raggio r' è medio proporzionale aritmetico fra i 
raggi r ed R(*). 


i‘) In quanto alla proporzione aritmetica redi i. trattati di Aritmetica. 
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Inoltre nel triangolo rettango'oOID essendosi abbassata dal ver- 
tice dell’angolo retto la perpendicolare IM sulla ipotenusa, saià 
DI media propor7.ionale geometrica fra IK), OM, ovvero fra \0 , 

DM. Quindi si avrà 

W-l/r’x.R (2) 

Ed ecco trovati i raggi de’Mrchi iscritto e circoscritto al polì- 
gono isoperìmetro al proposto, e di un doppio numero di lati. Il 
che bisognava fare. 

PBOPOSIZIONE CLVI. — PROBLEMA. 

458. Astegnare il rapporto approssimativo della circonferenza al 
diametro (fig. 112). 


Soluzione. Giusta il princìpio di Archimede (n. 445), la circon- 
ferenza del cerchio ÀGE circoscritto ad un polìgono regolare ABD 
è maggiore del perimetro del poligono medesimo, mentre la cir- 
conferenza del cerchio IK iscritto è minore di quello stesso peri- 
metro. Quindi risulta manifesto che la circonferenza la quale fosse 
eguale al suddetto perimetro, dovrebb’essere compresa fra le due 
circonferenze summentovate; e poiché le circonferenze stanno co- 
me i raggi, si conchiiidcrà che il raggio di questa terza circonfe- 
renza dev’essere compreso fra i raggi de’ cerchi iscritto e circo- 
scritto al poligono. 

Ciò premesso, si prenda per punto di (partenza un quadrato (fìg. 
1S3) di cui un lato AC sia eguale a 2*, il perimetro sarà 8 ; e si 
vuol trovare il raggio di una circonferenza di questa lunghezza, 
ossia della circonferenza isoperimelra. Il centro del quadrato tro- 
vasi nel punto 0 d’intersezione delle due diagonali; quindi il rag- 
gio del cerchio circoscritto è OA, equello deiriscritloc la perpen- 
dicolare OB abbassata dal centro 0 sul lato AC, che resta diviso 
per metà nel punto B. Or essendo OB=AB, il raggio del cerchio 
iscritto sarà eguale ad 1; ed il raggio AO del cerchio circoscritto 
sarà eguale alla radice quadrata di 2 ossia [/ 2 , perchè il trian- 
golo ABO è rettangolo ed isoscele (n. 308). Dunque il raggio del 
cerchio, di cui la circonferenza è 8, si trova compreso tra 1 e 1/ 2. 

Ciò posto, se nell’espressioni (1), e (2) della proposizione pre- 
cedente si ponga 1 in luogo di r, e |/~ 2 " in luogo di R, si avranno 
i valori di r',edi R', cioè de’raggi de’cerchi iscritto e circoscritto 
all’ottagono regolare, di cui il perimetro è 8. Se si mettono questi 
nuovi valori in vece di r, e R nell’espressioni citate (1), c (2), i 
valori che risulteranno, dinoteranno ì raggi de’cerchi iscritto e 
circoscritto al poligono regolare di 16 lati, di cui il perimetro è 
8. Proseguendo in questo modo, allorché si sarà giunto al poli- 
gono di 4096 lati , il raggio del cerchio iscritto sarà espresso da 
1,273239, e quello del circoscritto da 1,273239. Qnindi si vede 


che per un poligono di 4096 lati, di cui il perimetro è 8, la diffe- 
renza tra i raggi de’cerchi iscritto e circqs£rÌD^^niinori'-^l^iJ 
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unità della sesta cifra decimale- Ora essendo il lato del quadrato 
circoscritto ad un cerchio eguale al diametro, ne segue che la cir- 
conferenza di un cerchio qualunque è sempre minore del quadru- 
plo del diametro, ovvero di 8 volte il raggio*, e però se la differen- 
za fra i raggi di due cerchi qualunque è uno, la differenza fra le 
loro circonferenze dovrà esser minore di 8. Laonde la differenza 
tra le circonferenze de’ cerchi iscritto e circoscritto al poligono 
di 4096 lati è minore di 8 unità del sesto ordine decimale, e per- 
ciò minore di una unità del quinto ordine. Limitandoci a questa 
approssimazione, si può prendere il perimetro costante dei poli- 
goni, che si è supposto eguale ad 8, per una di queste due circon- 
ferenze, dappoiché esso è compreso fra loro *, vale a dire si può 
prendere quel perimetro per la circonferenza di cui il raggio è 
1,275239. Quindi una circonferenza eguale a 8 ha il raggio egua- 
le ad 1,273239. Il rapporto tra questa circonferenza ed il suudia- 
metro, ovvero il rapporto tra la semicirconferenza ed il raggio è 
dunque 

4 4000000 

• , ossia =3,14159. 

1,273259 1273239 

Però limitando l’approssimazione a cinque cifre decimali si ha 

t=3,14159. 

459. Scolio. La rettificazione degli archi di cerchio si deduce 
facilmente da quella della circonferenza, premettendo che la cir- 
conferenza si suole dividere da’ geometri in 360 parli eguali, che 
si chiamano gradi, ed ogni grado in 60 minuti, ed ogni minuto in 
60 secondi. 

Per indicare un arco dì un dato numero di gradi, minuti, e se- 
condi, per esempio, di 48 gradi, 35 minuti, 24 secondi, sì scrive 
48“ 35' 24". Ciò posto, se si dinoti con A la lunghezza d’un arco, 
• con N il numero de’ gradi, minuti, e secondi di cui si compone, e 

con C la lunghezza della circonferenza alla quale appartiene , si 
avrà evidentemente 

A : C : : N : 360“ 

CxN 

da cui si ricava A= , 

360® 

vale a dire che per avere la lunghezza d’un arco, convien molti- 
plicare quella della circonferenza cui appartiene pel numero dei 
• gradi di cui si compone, e dividere il prodotto per 360. 





NOTE 


NOTA PHiMA ( pagina 79 ) 

Sui quadrali e rettangoli delie linee variamente divise. 

NcICnp. IV. trovasi esposta tutta la teorica de’ quadrati e dei 
rettangoli delle linee variamente divise*, solamente abbiam trala- 
sciato un teorema, che non trovasi più nelle moderne istituzioni 
di geometria, perchè non è necessario, e da un’ultra parte è con- 
seguenza immediata delle proposizioni 97 e 98. Purtuttavolta ab- 
biam stimato di riportarlo in questo luogo. 

n quadrato fatto sulla somma di due rette meno il quadrato fatta 
sulla loro differenza è uguale al quadruplo rettangolo contenuto dal- 
le rette medesime ( fig. t>9 ). 

Sia AC la somma delle due rette date CO ed AO: fatta OB=AO, 
sarà BC la diflèrenza delle rette medesime. Or dico che il quadrato 
di AC meno il quadrato di BC è uguale al quadruplo rettangolo di 
OCinAO. 

Sopra AC si descriva il quadrato ACDE, si prenda AF=AB, e 
si tiri FG parallela ad AC, BH parallela a 1)C, edOK parallela alla 
stessa DG. li rettangolo KOCG ha per base OC , e per altezza 
OK=:AF— AB=2AO*, per conseguenza è doppio del rettangolo di 
OC in AO. Ma per la proposizione 97 il rettangolo IBGG è uguale 
al rettangolo EKlH, ed il rettangolo KOBl è uguale al rettangolo 
FaOK, perchè hanno eguali basi, e la stessa altezza, dunque il 
rettangolo KOCG è uguale alla somma de’ due rettangoli EFIH, 
e FaOK, onde questa somma sarà eguale al doppio rettangolo di 
OC in AO*, e però se dal quadrato aCDE si toglie la figura HlGD, 
cioè il quadrato di BC , lo spazio rimanente sarà equivalente al 
quadruplo rettangolo di OC in AO. Il che bisognava dimostrare. 

Euc ide enuncia il teorema precedente come segue : 

Se una linea retta OC sia segata in qualunque modo; il rettangolo 
conieìiulo quattro tolte da tutta la linea e da una delle parti UB in- 
sieme col quadrato deWaltra parte BC, sarà eguale al quadralo di 
aC che si fa da tutta la linea OC, e dalla detta parte OB, siccome 
da una sola linea. 

Questa enunciazione sfugge facilmente dalla memoria*, ed oltre 
a ciò la diuiosUazioue, che ne ha data Euclide , è una delle più. 
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lunghe c delle più intnilciatc Ira quelle che truvausi nel lib. 2 
degli clementi di quel geometra. 

NOTA SECONDA ( pag. 122 ) 

Sul rapporto della circonferenza al (Uametro. 

Fra i metodi immaginati dai geometri a fine d’assegnare il rap- 
porto della circonferenza al diametro merita dì esser conosciuto 
quello dovuto al celebre Giacomo Gregory. Esso poggia sul se- 
guente problema. 

r.ssendo date Toje di un poli.ono regolare iscritto e di un poligo- 
no simile circoscritto^ trovare le aje dei poligoni regolari iscritti e 
vircoscrilti di un doppio numero di lati (lig. 120). 

Sia BC il lato del poligono dato iscritto, PQ parallelo a BC , 
quello del poligono simile circoscritto, G il centro del cerchio^ se 
si tirino la corda BD e le tangenti tlM, GN, la corda BD sara il la- 
to del poligono iscritto di un doppio numero di luti, e MN doppio 
di MD sarà quello del poligono simile circoscritto. E poiché la stes- 
sa costruzione avrà luogo ne’ differenti angoli eguali all’angolo 
BCD, basterà considerare questo solo angolo. 

Ciò premesso, i triangoli HGF , BGD avendo la stessa altezza 
BF stanno come le basi GF, GD. Ma questi triangoli sono parti 
alìquote simili de’ poligoni iscritti, che hanno per lati BC e BD , 
dunque dinotando con a e À' le aje di questi poligoni, s’avrà la 
proporzione 

A;\';;GF:GD. 

S milmcnle, i triangoli BGD, PGl), il cui vertice comune è 1), 
hanno la stessa altezza-, perciò stanno come le bad GB, GP, ovve- 
ro come GF, GD, perchè BF parallela a PD divide le rette GP, GD 
ili parti proporzionali, dunque sarà 

BGD ; PGD : : GF : GD. 

Ma i triangoli BCD, PGD sono parti aliquote simili de’poligoni, 
che hanno per lati BD, PQ, dunque indicando con B l’aja del poli- 
gono, il cui lato è PQ, risulterà 

A' : B : : GF : GD. 

Or si è dimostrato più sopra che 

A ; A' : : GF : GD, 

dunque sarà 

A : A' : ; A'. : B, vale a dire che il poligono A' 
è medio proporzionale fra i due poligoni dati A e B, e per conse- 
guenza si ha A'^j/T^. ... (1) 

Resta ora a trovare l’ajadel poligono, ilcui lato è MN, la quale 
aja dinoteremo con B'. 

1 Iriangoli GMD, GMP, il cui vertice comune è G, hanno la 
slessa altezza, perciò stanno come le basi MD, MP-, ma queste 
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slaniio come i lati GD, CP, ^rcliè la linea GM divide l’aogolo PGD 
in due parti eguali*, cd è poi GD a Gl’ come GF a GB, ovvero come 
GF a GD, 0 in fine come \ ad per conseguenza sarà 
GMD : GMl’: ; A; A', e 
componendo risulterà 

GMD : GMD-t-GMP ; ; A : A-*- V' 

ovvero 

GMD : GDP : : A : A-4-A'. 

Moltiplicando gli antecedenti di questa proporzione per 2, si avrà 
2GMD:GDP::2v;A-t-A'. 

Ma il doppio del triangolo GMD equivale al quadrilatero GDMB, 
e questo qtiadrilalero ed il triangolo GDP sono parti aliquote si- 
mili de’jxiligoni B’ e B, dunque sarà 

B' :B;;2A:Ah-A', 

vale a dire sarà 


2\xB 

B’= (2) 

A-t-A’ 


Dalle cose precedenti si può conchiudere che essendo dati i po- 
ligoni A e B è facile trovare i poligoni A' e B‘, che hanno uu dop- 
pio numero di lati. 

Con l’ajuto delle due espressioni (1), e (2) sì può ora risolvere 
il problema, che forma Tobbìetto di questa nota, cioè quello di 


T rovare il rapporto approssimaiii o della circotiferenxa al dia- 
metro. 

Sia il raggio del cerchio eguale all’unilà , il lato del quadrato 
iscritto sarà egua'e a 1/ a ( n. •428), e quello del quadrato circo- 
scritto sara eguale al diametro 2^ dunque l'aja del quadrato iscrit- 
lo-^2, e quella del .quadrato circoscritto =4. Quindi facendo nel- 
l’espressioni(l), e(2), A=2 e B=4, si troverà A'=^/ 8 =2, 

16 

8284271 per l’aja dell’ottagono iscritto, e B'-= , ovvero 

2 * 4 —^ 8 

B'=3,3137085 per l’àja dell’otlagono circoscrìtto. Conoscendo in 
questo modo gli ottagoni iscritti e circoscritti si troveranno i po- 
ligoni di un numero doppio di lati, facendo nell’espressioni (1), c 
(2), A=2 8284271 e 8^3,3157085, s’avrà A'=3, 0614674 per 
l’aja del poligono di 16 lati iscritto, e B'— 3,1823979 per l’aja 
del poligono di 16 lati circoscritto. Proseguendo allo stesso modo 
si troverà A'=3, 1415926 per l’aja Jel poligono iscritto di 32768 
lati, e B'=3,14t5926 per l’aja del poligono circoscritto di 32768 
lati.Da ciò si conchiude che l’ajadcl cerchio è uguale a 3,1415926, 
perchè il cerchio deve sempre esser compreso fra il poligono iscrit- 
to cd il poligono circoscritto *, dunque se questi non differiscono 
tra loro sino a un certo ordine di decimali, il cerchio non ne dif- » 
ferirà pure sino allo stesso ordine di decimaii.Si potrebbe aver 
qualche dubbio sulla esattezza dcU’ultìma cifra decimale a cagio- 
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ne degli errori, che nascono dalle parli, che si trascurano; ma il 
calcolo è stalo fallo con una decimale di più, a fine di esser sicuri 
del risultamento, che abbiam trovalo sino aH’ultima cifra decimale. 

Essendo l’aia del cerchio eguale al prodotto della semicircon- 
ferenza moltiplicala pel raggio , ne segue che quando il 
raggio = 1, la semicirconferenza sarà espressa da 3, 141592G; e 
quando il diametro = 1, la circonferenza intera sara espressa da 
3,1415926. Quindi il rapporto della circonferenza al diametro è 
7—3,1415926, approssimato sino a settò cifre decimali. 

NOTA TEMA ( pag. 122 ) 

Trot are, con una costruzione grafica, il rapporto approssimati^ 
'vo della circonferenza al diametro (tig. 123). 

Conoscendo il rapporto della circonferenza al diametro si può 
praticamente trovare la lunghezza della circonferenza di un cer- 
chio dato, allorché si conosce il diametro. Ma questa i perazionc 
ha bisogno del compasso di proporzione, o almeno di una scala di 
parti eguali. Volendo evitare l’uso di questi istrumenti, ed adope- 
rare semplicemente la riga ed il'compasso, ecco come si dovrebbe 
procedere per avere in pratica la lunghezza della circonferenza 
con una sulOciente approssimazione. 

Si tagli sul lato ED del quadrato ACDE la parte EG = 
EO, cioè eguale al raggio del cerchio circoscritto al quadrato ; e 
si tiri la retta AG. 

Essendo retto l’angolo A OE, ed essendo EO =AO, il quadrato 
della ipotenusa AEsara doppio del quadrato di EO ovvero di EG, 
e per conseguenza, se si faccia EO— 1, il quadrato di AG sarà e- 
guale a 3 e però sarà AG=^ a , ossia sarà AG eguale al lato del 
triangolo equilatero iscritto ( n. 430 ). 

Ciò premesso , si costruisca un triangolo rettangolo SPQ ( fig. 
H8), in modo che il cateto PQ sia eguale alla differenza fra il tri- 
plo del raggio EOe la terza parte di AG, e che l’altro cateto SP 
sia eguale al diametro EC, la ipotenusa SQ sarà la lunghezza ap- 
prossimativa della circonferenza, il cui diametro è EO. 

lufatti dalle cose precedenti risulta che 



5Q*— 9 — 2|/ 3 -t- 1/3 -t- 4, ossia sy*=40/3— 2/ 

Ma 2]/ 3~=3, 40111016, dunque SQ*=9, 8692517, e per conse- 
guenza sarà 

SQ=3 14153 

numero, che nelle prime quattro cifre decimali s’accorda con «= 
3,1415926, c per conseguenza è esatto sino a un decimillesimo 
circa. 
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NOTA QDAtITA ( p3g. 1 lu ). 

Sul metodo de' limili. 

Abbiadi veduto (n. 445) clic il principio di Arcliimcdc, in quan- 
to al cerchio, è una conseguenza immediata della prop. loO, in 
cui si dimostra che il cerchio si può considerare come un poligo- 
no regolare di un numero infinito di lati. Senza questa considera- 
zione il principio di Archimede non può ammettersi-, ose questo 
sommo geometra l’annuncia senza dimostrazione, ciò dipende dal- 
l’uso che avevano gli antichi geometri di non adoperare apertamen- 
te la considerazione deirinfinito-, come prima di Archimede aveva 
già fatto Euclide presentando sotto forma di postulato (n. 67) il 
principio fondamentale della teorica delle rette parallele, e sotto 
forma di definizione quello della proporzione. Conquesti principi! 
gli antichi geometri arrivarono a mascherare l’idea deirinfinito,che 
all'ingresso della scienza si presenta nella teorica delle parallele, 
poi nel passaggio dalle linee commensurabili alle incommensura- 
bili, e finalmente in quello delle linee rette alle curve. Ma ne’no- 
stri tempi l’uso di siffatte maschere non potrebbe tollerarsi, perchè 
la considerazione deli’infinito s’incontra dappertutto nelle Matema- 
tiche pure e miste; ed è vana la pretensione di alcuni, i quali vor- 
rebbero dare ad intendere che quelli tre principi! si debbono con- 
siderare come altrettanti assiomi. Non possiamo in questo luogo 
entrare in una lunga discussione di questi principiì,perciò ci limi- 
teremo a dire qualche cosa intorno al principio di Archimede so- 
lamente 

Dalla prop. 150 non solo si deduce il principio degli infinita- 
mente piccoli, e quello di Archimede, ma si deduce ancora che il 
cerchio si può considerare come limite de’poligoni regolari iscritti 
e circoscritli. Infatti, una grandezza costante A si dice limite di 
un’altra grandezza variabile B, quando questa si può avvicinare 
a quella, in modo che la loro differenza possa divenire minore di 
qualsivoglia grandezza data, senza che le due grandezze A, e B 
possano mai divenire rigorosamente eguali. 

Or dalla prop. 150 risulta che queste condizioni s’avverano ri- 
spetto al cerchio ed ai poligoni regolari iscritti e circoscritti,dun- 
que il cerchio si può considerare come il limite di questi poligoni. 
Da questa terza maniera di considerare il cerchio è nato il cosi 
detto metodo de'limiti.) come dalle altre due rìsuibno il metodo 
degl infinitamente piccoli, e quello di esaustione, o di riduzione 
all’assurdo. Noi abbiam fatto uso di questi due ultimi metodi nel 
dimostrare diverse proposizioni importanti di geometria, ma sti- 
miamo dover fare conoscere in questo luogo come si potrebbe ap- 
plicare ad esse il metodo de'lìmiti. Questo metodo poggia sul se- 
guente principio: 

Lue qumtità costanti A e B sono eguali, quando la loro suppo- 
sta diffsrensa può dimostrarsi che sia minore di qualsiviglia 
quantità data. 
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Infatti, se non sono eguali, avranno una dìff(!ren*a K fissa e eo- 
stante, e per conseguenza non potrebbe la loro differenza divenire 
minore di qualunque quantilà data, contro la supposizione, dunque 
quando quel principio s’avvera, dev’essere A=B. 

Ciò premesso, applicheremo un siffatto principio alia dimostra- 
zione di alcuni teoremi. 

1 ° Due rettangoli della steesa altezza stanno come le loro basi. 

Questa proposizione è stata dimostrata (n. iSS) come corollario 
di uu’allra proposizione, ma pim dimostrarsi direttamente non so- 
lo col metodo di csaustione, applicando a’due rettangoli ilragiona- 
uiento fatto (,n. 57 1) per gli angoli ai centri di cerchi eguali, ma 
ancora col metodo de’limiti nel modo che segue* 

Quando le basi sono commensurabili, la dimostrazione è facilis- 
sima, per cui supporremo che le delle basi siano incommensurabili. 

Siano R e R' i due rettangoli, ed a, a' le loro basi. Si concepi- 
sca un altro rettangolo R" della stessa altezza e che abbia una 
base a" minore di a', e commensurabile con a. Si potrà far avvi- 
cinare fi" ad a' tanto quanto si vorrà, senza che cessi di essere 
commensurabile con a, perchè basta scomporre a in parli indefi- 
nitamente decrescenti, e portarle tanto quanto si può sopra a% il 
resto sarà minore di una di queste parti, e per conseguenza può 
divenire minore di qualsivoglia quantità data. Quindi a" ha per 
limile o', e però R" avrà per limite R'. Or essendo a, ed a" com- 
mensurabili si ha R; R" : ;a:o", dunque pel principio de’limiti 
saru R: R' ; ; a: a', che è quanto si doveva dimostrare. 

2® L'aja del cerchio ha per nùmra il prodotto della sua eirconf e- “ 
rerua per la metà del raggio. 

Sia A l’aja del cerchio dato, R il suo raggio, e C la circonfe- 
renza. Si dinoti con a l’eccessp dell’ aja del poligono circoscritto 
su quella del cerchio, e b l’eccesso del perimetro del poligono sul- 
la circonferenza. L’aja del poligono sarà espressa da A 4^, ed il 
suo perimetro da C-t-6 : ma l’aja di un poligono regolare ha per 
misura il prodotto dei suo perimetro per la metà del raggio del 
cerchio iscritto, dunque questa aja sarà espressa da 
A— y2 R ( C 4— b ). 

Oraeò possono divenire tanto piccole quanto si vuole, dun- 
que la differenza tra le due quantità costanti A cd 1/2 RC può di- 
venire minore di qualsivoglia quantità data, e però sarà A=l/2 
RC, che è quanto si doveva dimostrare. 

Questi esempii bastano a dare una idea sufficiente del metodo 
de' limiti, c raccomandiamo agli stiidiod di esercitarsi a dimostra- 
re > teoremi di geometria con i tre metodi. 
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